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Introducao

Estas notas reproduzem parte das transparéncias apresentadas no curso de
verdo de 2003 do Instituto de Fisica da USP. A parte relativa a equacéo de Dirac
e a anti-matéria é reproduzida in toto. Resolvemos substituir a parte que tratava

de neutrinos e do problema solar por indicacbes a literatura existente,

principalmente na internet, que é de facil acesso e excelente qualidade.

Para o estudo do problema dos neutrinos solares, recomendamos o enderego:

http://www.hep.anl.gov/ndk/hypertext/nuindustry.html
Muitas outras informacdes sobre o tema, e sobre fisica em geral, podem ser
encontradas no meu site:

http://hfleming.com

O estudo da equacéo de Dirac na linha aqui apresentada encontra-se em
Sakurai, ~"Advanced Quantum Mechanics", Addison-Wesley Press

e em

T. D. Lee, Particle Physics and Introduction to Field Theory".

Um tratamento elementar, mas de qualidade, sobre a fisica dos neutrinos
encontra-se em

C. Sutton, " Spaceship Neutrino"


http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/apendice_1
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/apendice_1/#SECTION000341000000000000000
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/apendice_1/#SECTION000342000000000000000
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/apendice_1/#SECTION000343000000000000000
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/apendice_1/#SECTION000344000000000000000
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/apendice_1/#SECTION000344100000000000000
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/apendice_1/#SECTION000344200000000000000
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/apendice_1/#SECTION000344300000000000000
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/apendice_1/#SECTION000344400000000000000
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/apendice_1/#SECTION000344500000000000000
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/apendice_1/#SECTION000344600000000000000
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/apendice_1/#SECTION000344700000000000000
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A equacédo de Schrodinger livre
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A equacéo de Klein-Gordon
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A equacdo de Klein-Gordon é de segunda ordem no tempo, 0 que cria
dificuldades com o postulado basico da Mecéanica Quantica que diz que o estado
de um sistema esta completamente determinado (inclusive em sua evolucao) se
se conhece a funcdo de onda em um instante qualquer. Além disso, a

conservacao da probabilidade, expressa pela equacao da continuidade
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Problemas

P
1. pode ter qualquer sinal.

2.A equacéo de Klein-Gordon n&o é de primeira ordem no tempo.

A equacéo de Dirac

Procura-se: equacdo relativista de primeira ordem no tempo. Uma expressao

geral é:
Al o T  ime 10T
a,— +a,— +a,—+ —0FT = =— (864)
dx 7 Oy "0z R c Ot
a, a, a, I
onde , , e sdo matrizes quadradas 4x4, e ¥ é uma matriz coluna

de 4 elementos.

Exemplo:
A B C D 87, )8z
E F G H dl,/dx
= 2 (865)
a: ¥ J K L || 87,/0z

M N O F dvl,/0x

Em termos dos elementos de matriz a equacéo é:

o, ., Jl,  ime
Z ((HI)WE + (ay)ma_y + (ﬂ:)m E + T(.-S)PJIIJJ) T

=

3
Todos os elementos das a's e de devem ainda ser determinados. Para isso

i
A - e ~
vamos imp0or a condi¢éo que, para cada componente , valha a equacéo de

Klein-Gordon, ou seja,

mj CE
1:[; — 1:[.1
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A motivacdo € a seguinte. Considere as equacdes de Maxwell (escritas no

sistema CGS, como todo fisico que se preza faz!) na auséncia de cargas e

correntes:
divB =
divE =
- 185
rotE = ———0
e Ot
_ 1 8E
rotB = -—-—
e Ot

E um sistema de equac6es lineares, de primeiro grau, que mistura as varias

—+ —+
componentes de E e B. Tomando o rotacional da Gltima e usando a penultima,

obtemos
- 1 9°B
rot ratb = ——
2 gt
ou
e ens 10°B
Bl -V BE=——
9(95)-VE= 35
que é a mesma coisa que
0B, =0

Je)
paratodo . Obtém-se, de modo analogo, que

para todo

Ora, a teoria de Maxwell é relativisticamente invariante, e essas duas ultimas

relagbes mostram uma propriedade que essas equacdes devem satisfazer. Mas
elas ndo sdo sendo as equacdes de Klein-Gordon para m = 0. Logo, justifica-

se a exigéncia de que, para cada componente de T, a equacdo de Klein-
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Gordon seja satisfeita. Resumindo, se " é uma solucdo da equacédo de Dirac,

exigiremos que

para todo

Interpretacdo probabilistica

Preliminarmente precisamos de uma interpretacao probabilistica. Gostariamos de

ter

o= Z T,

(=2

)
p =T
por ser esta uma quantidade positiva e que generaliza o da teoria de
Schrodinger. Como

/aﬁxp=l

(se aintegral é sobre todo o espaco), teremos

d o air

- dr =0 = / d° = I )

dt/px Z,: I(St "+”6‘t)
Da equacgéo de Dirac se tira

107,
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Inserindo esta na penultima,
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JT*  ime
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de onde segue que
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ou seja, e as a'ssao hermiteanas.

Mais precisamente, temos que, com

p = Zq;:rqja

(=8
—

7 = c (11;*511;)

L (az ay, az)
onde a € o vetor" de componentes , vale

Determinacéo das matrizes de Dirac

Reescrevendo a equacgao de Dirac como

ey 192 g (866)

(onde o primeiro termo representa uma soma sobre ¢) e multiplicado a esquerda

pelo operador
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temos, apos alguns cancelamentos,

0T Lme JdT me
_I_

A
& +

3 oAt i3
e 8223-82:!; + R L an R
me . 1 97
BT — =0
R c? Ot?

Para que isto se reduza a

devemos ter:

G =
a'd+8a" = 0
a'ad +ala’ = 20

o
52:2;

Uma solucédo para essas equacdes pode ser construida da seguinte maneira:

sejam

(1)
()
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As matrizes de Dirac sdo matrizes 4x4 definidas, em termos das anteriores,

assim:

ou, mais explicitamente,

000 1
. |loo1o
“T1lo100

100 0

e assim por diante.

Formulacao covariante da equacéo de Dirac

Queremos colocar a equacao de Dirac numa forma em que o tempo e as

coordenadas aparecam simetricamente. Notacao:

ryn = I
x = Y
I3 i
Iy, = et

s+ y3 + =7 — 7t?
Assim, o invariante relativistico € escrito

] ) = )
, ou , que é a mesma coisa que

4
Z Ly
=1
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A equacao de Dirac é:

dT ime 19T
a—+—00 4+ -—=10
dzx, R c Ot
aide
onde " é uma abreviacao para
i BT
CL' -
i—1 52:!;
(—i0)
Multiplicando a equacdo de Dirac a esquerda por e introduzindo a
notacao
¥ =8
~F = —i8a"
E=1,2,3
para , temos
o o
Ve By g =
dzx; h - d(iet)
ou
s
~H Al + Ellj —
- Oz, R

com

Corrente de Probabilidade

Seja T uma solucdo da equacédo de Dirac. Definindo

T(z) = T (z)

Entdo obtém-se, da equacéo de Dirac,
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oT me—
—_— A, — — T =1
ye
Oz, h
Ju = iﬁ’)},ﬂl
O quadrivetor densidade de corrente de probabilidade, é tal que

O 1 [dp _
= =4 divq| =0
dr, ¢ (Bt + “j)

gue é a forma 4-dimensional da equacao da continuidade.

Solucgdes especiais: particula em repouso

Para uma particula em repouso,

prel =0

Pk ,
onde € o operador “componente k do momento”. Equivalentemente,

o
—1 =0
83,1
k=1,2,3
para . Logo, para a particula €em repouso,

T(F,t) = T(2)

Com isso, a equacéo de Dirac fica:

o

me
— = ——
745;:4
Explicitamente, temos
1L 0 0 0 T, (2) T4 (2)
001 0 0 |10 | W) | _ me| Ta
00 —1 0 iedt | Ta(t) R Ts(t)
00 0 -1 Ty (t) T4(2)
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Autoestados da energia tém a forma

T(t) = T(0)e #%

Logo, para essas funcgoes,

d _ipe _ _me

ot R
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Cancelando as exponenciais reduz-se a

[k a
E b _me | b
Fe|l —¢c | R | c
—d d
Logo,
E = mc
e = d=20
ou seja, as solucdes séo
-lII (t} — E—%mc:f

L T s

Todas estas podem ser escritas como combinacdes lineares de

— iy
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1
0 2
Ty (t) = 0 g BTt
0
e
0
1 i n
0
Solugdes de energia negativa
Surpreendentemente, porém, a equacao
a a
E b _mc | b
Fe| —c | R c
—d d
admite a classe de solucbes
E = mc
a
b =

como se verifica facilmente. Logo, temos ainda como solucdes as combinacdes

lineares

1IJ3(t) =

ek

o I e B s T

=mct
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e %mc:i

11;_1(@ =

| L S s

Note que se trata de solu¢gBes correspondentes a particulas livres e em repouso.
Além das solucdes esperadas, com energia E = mc, encontramos outras,

E = —mc’
totalmente inesperadas, com energia de repousodada por !

Interacdo com o campo eletromagnético

Usando, na equacéo de Dirac

JU  me
Yy—+ =T =10
F’@IF, R

0 acoplamento minimo,

e
Pu = Pu— EA#

(veja <http:/[fma.if.usp.br/~fleming/eletromag/index.html>).

Como
_ 4
p# = —Eﬁﬁ
A, = (A A A9
obtém-se:

d e ™Me
— — — A T4+ —T =10
(5&# he ‘u') M 2]
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A anti-matéria

A proposta de Dirac para resolver o problema dos estados de energia negativa é:
todos os estados de energia negativa estado preenchidos, e esta situacao € o que
chamamos vacuo. Isto faz sentido porque os elétrons sao férmions, e, como se
sabe, 'sO cabe um férmion em cada estado". Vivemos no meio dos estados de
energia negativa mas ndo os vemos. No entanto, quando um desses elétrons de

energia negativa recebe energia suficiente para pular para um estado de

energia positiva (esta energia €, no minimo, 2mc”), deixa, no “mar de estados
de energia negativa” um buraco, e este € observado (como uma particula de
energia positiva e carga positiva, isto é, oposta a do elétron). Logo, quando um
elétron de energia negativa pula para um estado de energia positiva, aparecem
duas coisas: o0 proprio elétron, agora “visivel”, e o buraco: chama-se isso de
producdo de um par elétron-positron. O buraco deixado pelo elétron é um

positron, o primeiro exemplo de anti-matéria.

As solugdes de onda plana

Estas solucdes, que sdo estados de momento e energia definidos e arbitrarios,
podem ser obtidas das de repouso por transformacdes de Lorentz. Vamos nos
limitar a apresentar uma tabela delas. E um exercicio simples verificar que as
expressdes a seguir efetivamente satisfazem as equacdes de Dirac. Energia

positiva:

e
T =/ - w12 (p) e FFE-E)
1
|:1:| . |'IE +mc3 D
=\ T | 2
(p1tipn )

E4mc?
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Energia negativa:
T = E_C{ru[s,ﬂ(p—)e%[ﬁfﬂﬂﬂ
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A funcéo de onda do buraco
Dada a equacgéao
d iefl SR L (867)
dz, ke “) " I}

queremos mostrar que, para cada ¥ que a resolve, existe uma W* que é

solucéo de:

Oz ke

i)

[

(i + = AF) 1, T+ ?ﬂrf =0

com a propriedade
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¢ = 5.7

Se Se
onde é anti-unitario®™. Vamos determinar . Tomando o complexo-

conjugado da equacao de Dirac, temos

(i + EA&) f};:q;* + (_i _ e, ) r}I'LI,I* + ?11;* =0

dz. ke dxz, he
Se
Aplicando a esquerda, termo a termo, tomando o complexo conjugado e
-1
| \ (5¢)
aplicando, a esquerda, , obtemos

d e _ d e _ ™Me
A (ST AT | —— + — A (ST A T —T =0
( k) ( ) ﬂ}ﬁ: c +( 822'4 + ﬁ.[.‘flﬂl) ( r:) ?4 c + ﬁ.

[

Para que esta equacéo reproduza Eq.(868), devemos ter

(S5 %S =
(85748 =~

4

A solucéo é

T =, T"

Exemplo:


http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/apendice_1/
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/apendice_1/

Autor: Henrique Fleming

I.'mcj .
= 1 + (P T—Et)
VE"L u(p)e
=
. N [ me”
Pe = 4T = _V

EV

r

HJ‘(—ﬁjE%t_ﬁEHElﬂ

(19 =1

Assim, dada uma solucdo T de energia negativa E, T é uma solucdo de
(~E) 5 e

energia , positiva, de momento —, carga e spin no sentido oposto.

Trata-se do buraco, que é um pdésitron.



