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13: O oscilador harmonico

Exercicios

Uma particula de massa m executa movimento unidimensional sob a acao

—kzx
de uma forca elastica . Isto é um oscilador harmdnico. Sua

V(z) = tmw’z”
energia potencial é , €. portanto, a equacao de

Schrédinger para estados estacionario é

209
s — (209)
_.mE._.—+Em—:c—L— i
w=/E
Note-se que
A Eq.(209) pode ser escrita na forma
1 (210)
Em{(? %) :+|:me:|:J w=Enl
Daqui se vé que
.. 2 - (2112)
1 E d 2
H =+ l(:a) + (mwz)
Considere os operadores
(212)

1 (Rd 4
a4 = m(scsz :I:zmwx)

Um calculo simples mostra que

~am \\idz

1 ((rd)’ )\ 1
a_a4 ( ) + (mwz)” —I—Eﬁw (213)
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de maneira que, usando (211),

(214)
(a-a.,. — %ﬁw) yr = E
Um outro calculo simples resulta em
(215)
[a‘—: '51+] = hw
A Eq.(214) da
1 |
d_dy —ayda_ +aya_ — Eﬁw Y = Ey)
]' ! !
l[a_,a4] +aya_ — Eﬁw Y = Ey
l ! !
aya_ + Eﬁm Y = Evy (216)
Y
Lema 1. Seja um estado estacionario do oscilador harménico de
ay E 4+ hw
energia E'. Entdo € um estado estacionario de energia
Dem.:

1 1
(a+a_ + Eﬁw) (a4)) = aya_aiy + Eﬁw(a+g-“;)

1
= ay (a_a+1,-“J + Eﬁmz,ﬁ) =ay |(a_ay —aja_ +aya )y + Eﬁwy’;

1
— oy [y 2]y + (aras + 550) U] = ap [y + Ev] = (B+hw) (a?)

2

Ou,

_ér(tl_l_’t;"}) = (E + ﬁw:][:a_i_y";:] (217)
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Analogamente se mostra que

H(a_y) = (E — hw)(a_v) (218)

=0
Lema 2: A energia do oscilador harmoénico e

Dem.: Esta demonstracdo depende de um Lema, demonstrado mais

adiante,” junto a Eq.(290). Como H pode ser escrito como a soma de dois
operadores hermiteanos ao quadrado,

-

#=(F5) + (V5

segue que . Como os autovalores de um operador sdo casos

particulares de seus valores médios (quando os estados sao as
autofuncdes), a desigualdade acima proibe a existéncia de
autovalores negativos do hamiltoniano.

|
Yo
Em decorréncia disso, deve haver um estado tal que

a_y =0 (219)
De fato, se ndo fosse assim, dada qualquer autofuncdo do hamiltoniano do

a_
oscilador harménico, a aplicacdo a ela do operador geraria uma outra

autofuncdo, de energiamenor, 0 processo podendo se repetir
indefinidamente, até se chegar a energia s negativas, o que é proibido.

Explicitamente esta ultima equacao é

1 h dy» , f
N (? d: — zmwm,-fu) =0 (220)
dyg mw
= ——zy
dr Lo
dyy muw

Vg 2
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Yio(z) K exp (—E x) (221)

2h

Esta é a funcdo de onda do estado estacionario do oscilador harménico. A

energia desse estado € obtida assim:

Huy(x) = (a+a_ + Eﬁm Yolz) = Eﬁmy’;n(x) (222)
Logo, temos

E, = hw (223)
2
O estado de energia imediatamente mais alta, chamado de primeiro estado

excitado, tem a funcédo de onda

1 hd mw
() = gl = —— (B2 L _mw o (224)
U (z) = agyy(z) T (z' = + zmwx) exp ( TR )

ou

Un(z) = Kiy/ %mx exp (—%xz) (225)

€ possui energia

1
E = (1+5)hw (226)
Mais geralmente,
1.-’},,,[:1:) _ An(a_l_)n exp (_%Rﬁ) (227)
' 2h
1
E, = (n+5)hw (228)
e, com algum esforgo, pode-se mostrar que
o1
A = (m“”) * (229)
wh n!(Fw)™
vo(z)
Vamos fazer o esforco mencionado  acima. Seja a

autofuncdo normalizada do estado fundamental do oscilador harmonico.

Entao,
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1 (230)
Yglz) = (%)J‘ exp (— T )
e seja
(231)
Un(z) = Ky (a4)" Vo(2)
Temos, obviamente,
. (232)
Yp1(x) = K1 (ay)”™  Unlz)
de onde se deduz que
i - 1, K (233)
'E!'Jn('r) = -'ﬁna+ ((a+)n UU( :]) = ﬁnr '51+"11"n. 1(23':]
Yn(z)
Considere a integral de normalizagéo de ;
(
J dzi(x = ‘ 1) (@4 ¥n1) = ‘aiil [ dz)
a4 a_
onde usamos o fato de que o adjunto de e . Pela equacéao (214),
temos
(235)
a‘—'EI'+"1'.1'|I’IJ'!'—1 = ﬁ{.u'[:ﬂr— ]- + :] Yn—1 + H_m'icf"n.—l - ﬁ'w'ig'f"n—l
Logo, podemos escrever
. (236)
[z, (x)dr = ‘ﬁ‘f‘fl hwn [dz? _ 1,1
Iterando este procedimento, teremos
(237)

2 -'r\r' 1
Kpz

[ () (x)dr = | E=

ou

(ﬁw) n(n—1) [dz)_n_s
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-2 , (238)
[ (@) n(z)d = | Eo| (Bw)n(n = 1) [ dzy)t_si, s
Prosseguindo, chegaremos a
. (239)
[n(@)n(z)de = | K| (hw)?(n!) [ daygin(z) = 1
ou seja,
K - 1 (240)
™ (R )™
Portanto,
(241)

[
=
e
,-"T“x
Ld
ot
&
T

nle) = Folar)n(2) = (25) e

Um oscilador harménico que ndo oscila é decepcionante. Se calcularmos
» &) . |

o valor médio da posicao, , hos estados estacionarios do oscilador

harmdnico, que vimos até agora, encontraremos (e o leitor deve obter isso

por conta proprial)

(z) =0
ou seja, nenhuma oscilagéo! Estados estacionarios ndo séo apropriados para
comparar o sistema quantico com o analogo classico. Para obter alguma
coisa semelhante a um péndulo, devemos estudar pacotes de onda. Os
particulares pacotes de onda que vamos estudar agora se chamam estados

a_
coerentes. Consideremos as autofungbes do operador , introduzido

a_ . a_
acima. Como ndo comuta com H, as autofuncées de nao seréao,
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em geral, autofuncGes de H, ou seja, ndo serdo estados estacionarios.

¢

a
Sejam entéo funcdes tais que

(243)
8._0, = ady

a_
Como o operador ndo € hermiteano, os autovalores o serdo numeros

complexos quaisquer.

Lembremos que os estados estacionarios podem ser escritos em termos do

estado fundamental assim:

. (244)

Un(z) = m(m)”w’m(ﬂ

Vai ser importante nos calculos que faremos a seguir a seguinte quantidade:

(Yrny Ba) =~ ((a4) "V, Ga) = == (¥, (2_)" ) =
’ n! (Fw)™ ’ nl(hw)®
- (245)
=a
VAl (Rw)™ (Yo, éa)
Oalz)
Vamos agora expandir em estados estacionarios. Para simplificar a

notagéo, vamos introduzir a abreviacao

valad

K, = (hw)”

(;ba[:x) - Z('{"{"n:qéu)is'f"n
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A constante ' é determinada normalizando-se

1

5 aa+ )"
1 = =(C- — | —
(6ar a) (Z ~ (52
- L fa*y" a
= C" J— R
zn:n! (ﬁw) ;
. 1 |a,|3n
= C- - —n!(fw)™
2 Tl (w)?
. |CL'|3H 1
= (7
2 Ty
= ("exp (ﬁ)
w!
Logo,
|af’
= =
EXP( Dhw
Voltando a expansao,
bu(@) = xp (~BE) 5,

= Para obter a dependéncia temporal de

resultado geral:

(246)
(247)

, COMO segue:

(%)’” )
Fw Wo

1

m!

"1.1'“" 0 Z

™

% (E)m ((at)™vyg, (ay)y)

(248)

precisamos demonstrar um
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Teorema: Seja H o hamiltoniano de um sistema fisico, e sejam

suas autofuncdes. Sabemos que

z
Un(2,t) = Yn(a) exp (—5 Eut)
E, .
onde os sdo os autovalores de H, ou seja, satisfazem as equacgées
-é-ij'll’ln = En""_i'f"n
()

Seja um estado qualquer desse sistema, e
=D antn(2)
Lrd

sua expansao nas autofuncdes de H noinstante ¢ = 0. Entéo,

_ (249)
o(z,t) = 3, antn(z) exp (—%Ent)
aﬂ-
onde os sdo 0s mesmos da expansdo em t = 0.
o(z,1)
A demonstragdo consiste em mostrar que satisfaz a equacao de
Schrodinger
8p(x,t) -
h— L =H i
¢(z,t =10

) = ¢(z)

com a condicéo inicial

De fato,

:5‘ .
thdo(z,t)0 zﬁZanu — e*;p ( %Ent)

— Z a, E U, (x) exp (—%Ent) = EZ a, U (z) exp (— %Ent)

= Ho(x,t)
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A verificacdo da condicdo inicial é trivial.

Aplicando este teorema a Eq.(248), temos

_ al? o I{ i (250)
(,?5,1[:22,'5) = CXp ( 3&“) >on m‘s*’n EXp ( ﬁEnt)
ou
|af’ :
Galr,1 = exp ( — ——1", eXp (——ﬁm n -
(=, 2hw zn-: n! ﬁm)” 2 (
—iwt e 25
Galz,1 = exp ( [al” I ) (ae ) ), exp (— t) (
n!(hw)™ 1)
Comparando com a Eq.(248), vé-se que:
(252)
qéu('x:lt:] = ¢u|:i':|E_T
com
| (253)
a(t) = ae™*
T Palz,?)
Podemos agora calcular no estado
. . . (254)
<I> = (éﬂ(xlt)nxéu(xnt)) = (éuﬂi‘]:xéuﬂﬂ)
dy [
Da definicéao de e obtém-se facilmente que

—1

\%w(a+ - a—)

T =

logo,
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(255

‘ﬁ} = (ﬁ%tﬂ: %ﬁéucﬂ) = ﬂ%w {(¢atf}:ﬁ+¢atﬂ) - (ﬁbatﬂ;ﬂ—ﬁbah )

Mas

a-Qa(ey = a(t)@a(y)

a4 a_
e, como € 0 adjunto de ,

Ay Oafs) = @' (F) Pary)

Logo,
(#) = =g {a"(t) —alt)}
a = |a|expid
Pondo ,
a(t) = lafe~+
e

(&) = A (eet=D) _ emslet=D) —Ja| |/ 2 sin (wt — §)

(256)

temos

(257)

e surgiu finalmente a oscilacdo procurada! O valor médio da posicao, nesse

estado, oscila exatamente como no caso classico.

Exercicios

Para uso nos exercicios subsequentes, apresentamos aqui uma tabela de

funcbes de onda de estados estacionarios do oscilador

harmonico.
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n E, -g_'.",un(x) = (n!jnlﬂﬁ)lf—- jd (E) E_I: 2 g2

0w (22)er

2 () s (2]

s S (gtm)” [12 ~43(2) +16 (fﬂ o= 2e?

g =5
TR

onde

1.(a) Mostre que o0 parametro a que aparece na tabela é igual ao

1
S hw
2
deslocamento maximo de um oscilador classico de energia
(1 + bxz)e—f,ﬁza:
(b) Verifique que a expressao satisfaz a equacao de

E =2Rw
Schrédinger para o movimento harménico simples com energia .

Qual o valor para b?

2. Considere o0 meio-oscilador harménico, isto €, uma particula cuja

energia potencial é
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(@)

(b)

Compare as funcbes de onda dos estados estacionarios deste sistema
com as do oscilador harmoénico normal com os mesmos valores de m
e k.

(b) Quais sédo as energias permitidas para 0 meio-oscilador?
(c) Invente um sistema que seria 0 analogo macroscoépico deste sistema

guantico.

3. Regibes classicamente proibidas para o oscilador harmdnico simples.
Usando a funcdo de onda normalizada para o estado fundamental do
oscilador harménico, calcule a probabilidade de que uma observacao da
posicao detete a particula numa regido classicamente proibida. A integral
gue vocé obtera ndo pode ser resolvida analiticamente. Olhe o resultado
numérico numa tabela da error function, ou nos programas Maple ou
Mathematica.
H,(x)

4. A tabela exibe as funcdes , denominadas polinbmios de
Hermite.

— 4z

(a)Mostre que e € umafuncdo geratrizdos polinbmios de

Hermite, isto €,que

Dﬂtn

= 5
n=0 1%

Hs(z)

ao menos até n = 4. Determine

(b) Tomando a derivada desta expressao, demonstre as relacdes de

recorréncia

d
EHH(I) = 2nH, 1(7)

H. 1(z) = 2zH.(z)—2nH, 1(7)

5. Valendo-se da expresséao das funcdes de onda do oscilador harménico,

mostre que devemos esperar que
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/ de_I:Hn(x]Hm(x] = /72"nlé, .,



