Autor: Henrique Fleming

7: A energia e a equacao de Schrodinger

= Exercicios
» A derivada no tempo de um operador

q

P
= Ocomutadorde e

A funcdo de onda determina completamente o estado fisico do sistema. Isto
(2
significa que, dada a fungdo de onda  de um sistema no instante ¢, n&o
somente todas as propriedades do sistema naquele instante estdo descritas,
mas também as propriedades em qualquer instante subsequente (tudo isso,
naturalmente, em termos do conceito de descricdo completa admitido pela
mecanica quantica). Matematicamente isto quer dizer que a derivada primeira no
8y f
Bt : ) : b .
tempo, no instante ¢ é determinada pelo valor de Nno mesmo instante.

Como a teoria € linear, essa relacdo é também linear. Vamos escrevé-la assim:

. (13)
iR% = Hy

onde H é um operador linear a ser determinado. A maneira mais direta de

descobrir a natureza de H é imp6r que, no limite classico, as leis de Newton

o

sejam obtidas. Usando argumentos de mecanica avancada mostra-se que H

deve ser o hamiltoniano do sistema, ou seja, a energia escrita em termos dos

P g: _ .
momento s e das coordenadas do sistema, fazendo-se ainda a

substituicéao

a=—m§— (14)
4

A equacado (13) € denominada equacdo de Schrédinger , e desempenha, na
mecanica quantica, papel semelhante ao da segunda lei de Newton na mecanica

classica.

Exemplos:

(2) A patrticula livre unidimensional:
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p = —éh%
pro= —iﬁ% (—zﬁ—
. R 9°
B =  2m z2
. R 0%y
"y = 2m 5;
Equacédo de Schrodinger completa:
LOU R* 0%y

ot T 2moz?

(2) A particula livre tri-dimensional:

Lot 2 3
E = (PI + 1, +P;)
0
. — 2
P e
N e,
Py = _Eha_y
d
. R [ 82 o o
H —
2m (5x3 dy? 22
. R -
Hy = ——V ¢
2m

(15)

(16)
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(3) Particula sobre a acdo de um potencial:

Viz,y,z)
Seja a energia potencial da particula. Na mecéanica quantica o

v

operador energia potencial, € definido por:

V(R(r) = V(FW(R)
V(7) U(7)

ou seja, a acao do operador sobre a funcéo consiste simplesmente

V()
em multiplica-la pelo nimero . Exemplo:

Oscilador harmoénico unidimensional:

. L,
Vizji(z) = Viz)i(z) = Skad(z)
- R - 1
Hy = —Evzyﬁ—l—ikﬂf‘yﬁ
Exercicios
va(z)  Ya(z
1. Sejam e , respectivamente, autofuncbes de H, com
Ey By ¥y(z)=i(z,t=10)
autovalores e . . Seja
T(zx,t =0) = a1y (x) + azyn(z) T(x,t) t =0
Determinar para
Solucéo:
Temos
17)

Portanto,
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(a) Mostre que, nas condi¢des acima,
Lo z
exp — EHﬁ;’Jl (x) = exp— EElﬁ_‘"la'l(I)
(b) Demonstre a Eq.(17).

expi(k1z — wit) expi(kz — wot)
(c) As funcdes , e

exp —i(k1z + wit)

sdo solucdes estacionarias da equacao de Schrodinger de

uma particula livre. Escreva essa equacao de Schrodinger e mostre que isso é

verdade. A soma das trés é uma solucdo da mesma equacao, logo € a funcéo de

onda de um estado de particula livre. Se o sistema se encontra neste estado,

quais os valores da energia que podem ser obtidos numa medida da energia do

sistema, e qual é a probabilidade relativa deles. Por que eu estou falando de

probabilidades relativas, em vez de em probabilidades simplesmente?

2.A funcdo de onda de uma particula livre de massa 7, em movimento ao

longo do eixo z, é,em t =0, dada por

B 19
Y(z) = (f) g% (19)
(a) Verifigue se ela esta normalizada.
(b)Usando
©0 dre—ezlemikr \EE_E (20)
¥(z)
expanda (da EQ.19) em autofungdes simultdneas do momento e da
exp thx
energia , .Se a expansao for escrita

Dary 14 . co _
(—Q) g% =/ dka(k)&"kr

m
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mostre que

e que, portanto,

2 > ikr B 21
Uz, 1) = & ()7 2 [, dhe oo B @

(c) Agora, num esforco de reportagem, calcule a integral em Eq.(21). (Use a
Eq.(20) trivialmente modificada). Vocé deve achar

(22)

Y(z,t) = (3_“)1;4 M mAnaR T

T m—~+ ikt

U(z,t)
(d) Verifigue que a fungcdo de onda ’ da Eq.(22)satisfaz a equacédo de
Schrédinger para a particula livre.

A derivada no tempo de um operador
f f
Diremos que um operador € a derivada no tempo do operador  se,

(f) f (f)
sendo o valor médio de num estado arbitrario, e o valor médio

o
'

f

de nesse mesmo estado, tivermos

o~

d . 3
S =1 (23)

Explicitando, devemos ter

d - d . d f VIR Oy
e = — / * e / L { _— i i LI 24
dﬁ{f} dtfdw fv /dw at%”rquatfwrquw 5 (24)

Usando a equacéo de Schrddinger , obtemos
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Ay -

} — _H* J
ot T
on» —1
i =
ot v

Usando esses resultados em (24), temos
. 8f i )
— I ! _ * 25
>_fd'??s" 8tE’J+ﬁ/dq(H f?.f /dqh HE,J (25)

O termo que contém a derivada parcial do operador sé existe quando a
expressdo do operador contém parametros que dependam do tempo. Por
exemplo, se tivéssemos uma particula livre de massa variavel, seu hamiltoniano
seria
.
. R -

H = —mvd (26)

e a derivada em questao seria dada por

8H R dm_-

ot 2ml(t) dt |

Na grande maioria dos casos este termo é  inexistente.

Voltando a Eq.(25), e usando o fato de que H¢ hermiteano, temos

f dg (H'y") fy = f dgu*Hfv = f dgu*Hfy (27)
e, ConseqUentemente,
d, . Of io. 4o
Zifyv= [ (L iHf-ZfH) Y 28
Zif=[v (&+5Hf EIH)'M 28)

Como, por definicéo,

temos que
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v Of  iiaa s
= —+-(Hf—fH (29)
f=+7 (Hf - fH)
8f _
B = 0
Como dissemos, 0 caso mais importante € aquele em que (diz-se entdo

que o operador ndo tem dependéncia explicita no tempo.) Neste caso,

- z o o

f=z(Hf - {H) (30)
[H,f]=0 f=0

Vemos entao que, se , , e

{f} = constante | (31)

Na mecanica quantica, a constancia de uma quantidade fisica no tempo quer

dizer isto: que o valor médio dessa quantidade independe do tempo. Considere o
A [H, H] =0 A

operador H. Temos, evidentemente, que , logo, se H néo

depende explicitamente do tempo,

o P .
18
FH) =0
e . A guantidade fisica associada ao hamiltoniano é a energia .
Logo, a energia se conserva, na mecanica guantica.
J1vP|dg=1
Como , sendo a integral estendida a todo o espaco, temos que
d n d dyr* oy
0= — /d Y| = —/d IR =/ L R F— 33
= | vl = 5 [ dav™ Era -y (33)

Eliminando as derivadas no tempo pelo uso da equacao de Schrddinger , temos:
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0= %( f dgH"" — f dgy*H %-’f) =

dgy* (*}}) ffr — / dgy* H 'a_,-“;)

/1_,-’;* (EH- — E) Y

;a-il [ Ea-ﬁl [

Segue entdo que H = HT, ou seja, que H é hermiteano.

H
]

O comutador de e

pr= —thi
Como , temos
oLl d
2, 500(z) = 3(-7) 222 (—ih) 2 () &8
que leva a
(2, p=]V(7) = 1hi(z) (35)

Logo, temos a igualdade entre operadores:

[#,5,] = iRl (36)

onde 1 éo operador unidade, definido por

Ly =4 (37)

|'

'E_'u'
qualquer que seja

Obviamente isto vale também para as outras componentes. Numa forma geral.

temos:
[f"!::@j] == —E:E.lff"i;ji (38)

Séo as chamadas relacdes de Heisenberg.



