Livros> Optica (Universitario)> A Fase da Onda Eletromagnética
Autor: Sergio Carlos Zilio

1: Velocidades de fase e de grupo. Dispersao

Como vimos no capitulo anterior, a onda eletromagnética € caracterizada por

uma fase que possui dependéncia nas coordenadas espaciais e

7

temporal, ¢=¢(f,t). Esta grandeza é a caracteristica mais importante da

onda eletromagnética ja que define a direcdo de propagacdo, através do
gradiente da funcdo eikonal (vide Cap. 2), a frequéncia e também sua
velocidade de propagacdo. No presente capitulo vamos concentrar nossa
atencdo nos aspectos ligados a frequéncia e velocidade da onda, e como

proceder para transmitir informacgdes através dela.

De acordo com o exposto no Cap. 4, as coordenadas espaciais e temporal das

fases das ondas analisadas estdo separadas em dois termos, da

forma kI — wt . Entretanto, pode acontecer o caso em que estas coordenadas

estdo misturadas, e um exemplo disto é quando o indice de refracdo depende
do tempo. Como k € proporcional a n, a fase passa a ser ¢(r,t)= IZ(t)f —at,

gue é conhecida como fase generalizada. A frequéncia da onda estara entao
associada a variacao temporal da fase generalizada, tépico que veremos com
mais detalhes quando tratarmos da modulacdo eletro-Optica e varredura de
frequéncia. Por enquanto, vamos concentrar nossa atencdo na velocidade de
propagacdo da onda. Comecaremos por dizer que quando se deseja transmitir
sinais, é impossivel fazé-lo através de uma onda de frequéncia Unica
(monocromatica), porque os detectores existentes medem a intensidade do
sinal e ndo a fase. Para tal fim, devemos modular a onda, como explicado a

sequir.

Vamos considerar  duas ondas planas monocromaticas, de
frequéncias w+ Aw € w— Aw, propagando-se ao longo da direcdo z, com os
correspondentes vetores de onda k+ Ak e k —Ak. Aplicando o principio da

superposicao introduzido por Young, temos:
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E=E exp{i(k+Ak)z—i(0+Aw)t}+
. : (5.1)
+Eyexp{i(k —Ak)z-i(w-Aw)t}

Através de uma manipulacdo matematica simples desta equacédo chegamos a:
E = E, exp{i(kz — ot)}[ exp{i(Akz — Awt)} | + exp{irkz — iAot}
(5.2)
= E =E,exp{i(kz — t)}cos(Akz - At)

Como usualmente feito nos livros de eletromagnetismo, tomamos apenas a

parte real desta expressao, o que nos leva a:
E = E, cos(kz — at)cos(Akz — Aat) (5.3)

Isto nos da uma onda de frequéncia modulada por outra, de frequéncia , como
mostra a Fig. 5.1.

wa Lo S

Fig. 5.1 - Modulagcdo da amplitude da onda.

De acordo com a equacéo anterior, vemos que a onda portadora, de frequéncia
maior, tem a forma cos(kz —at) e a modulagdo é dada por cos(Akz —Aat)

cos(Dkz-Dwt). Vamos concentrar nossa atencao nos pontos A e B, que sdo
respectivamente maximos da modulacdo e da onda portadora, e determinar as
velocidades com que estes pontos se propagam. Estes maximos satisfazem as

condicodes:
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Ponto A: AKZ = Agt = 2,7m (6-43)

Ponto B: kz=at=27n " (5 4p

onde m e n séo inteiros. Diferenciando z com relacéo a t nas expressdes acima

obtemos:

Ponto A: (%j =V, == (55
onto A: at g g (5.5a)

Ponto B: (%) =V _Q 5.5b
onto B: at ) Tk (5.5b)

gue séo respectivamente as velocidade da modulacdo e da onda portadora. A
velocidade da onda portadora leva o nome de velocidade de fase e a da
modulacdo o de velocidade de grupo. Neste caso em que temos duas ondas
monocromaticas, o espectro de frequéncias € composto por duas "funcdes
delta". Para o caso de um "pacote" ou grupo de ondas cujo espectro de
frequéncias € uma funcéo caixa, como mostra a Fig. 5.2, teremos que somar
(integrar) todas as componentes de frequéncias para encontrar a expressao do
campo elétrico como fizemos para as duas ondas monocromaticas na eq. (5.1).

Assim,

Aw
Wo+——

E(zt)= jz Eoexp{i(kz—cot)}da)(5.6)

@
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Fig. 5.2 - Espectro de frequéncias tipo caixa.

Para efetuar esta integracdo devemos levar em conta que pode haver
dispersdo do pacote, isto €, k pode ser uma funcdo w de como veremos
quando tratarmos a interacdo entre a luz e a matéria no Cap. 11. Vamos entédo

expandir k em torno de wp, de acordo com:

dk
k =k +—
(a)) 0+da)

(a)_a)o)+[(w_wo)1(5-7)

0

Desprezando termos de ordens superiores a linear em temos:

dk (0—aw,)z- ia)tﬂ}da)(SB)
Do

o+
E(z,t)= _[ E, exp{iﬁko oo
Aw
op

2

Fazendo a substituicdo 2 = @ — @, obtemos:

Aw
a’o*'T
E(z,t)=E,exp{i(k,z— opt)} j exp{iﬂ{% z—t}}dﬂ(s.g)
“ho 0

2

O primeiro termo desta expresséo representa a onda portadora e o segundo &

a funcéo forma ou modulacdo que passaremos a chamar g(z,t). Assim,

kI, —t}}dﬂ = 2E, W(A—wj (5.10)
0 @ 2

e ;

t)=E i &

9(2,t)=Eqx Imexp{l {d
e

()
2
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onde @ = (%){%
2 )| de

através das equacdes (5.9) e (5.10).

Z—t] A Fig. 5.3 mostra o pacote de ondas obtido
0

-
-

) /
L

Fig. 5.3 - Pacote de ondas correspondente ao espectro de frequéncias

tipo caixa.

O valor maximo do pacote de ondas ocorre quando ¢=0, ou seja,

dk
guando —| z=t. A velocidade com que o pacote se propaga, que é a ja

dw

0

conhecida velocidade de grupo, é:

_dz dk

vV, =— A1
0~ 4t deo (5.11)

0

Se houvéssemos tomado o termo de ordem quadratica na expansédo de Kk,
obteriamos a dispersao do pacote, isto €, ele mudaria de forma ao se propagar.
O conhecimento de como um pacote se dispersa € de muita importancia nas
telecomunicacdes, em particular, quando se pretende transmitir uma sequéncia
de pulsos curtos numa fibra optica. Se a taxa de repeticdo for alta, os pulsos
estardo muito proximos e poderdo se superpor, produzindo confusdo na

informacéo que esta sendo transmitida. Deixaremos a analise da dispersao de
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um pulso como exercicio, mas vamos mencionar aqui que esta dispersdo da
velocidade de grupo pode ser cancelada por um efeito ndo linear de terceira
ordem chamado varredura de frequéncia. Isto da origem ao soliton temporal

gue veremos na secao 5.6.

Além da disperséo devido a variacao do indice de refragdo com a frequéncia,
que acabamos de ver, existe um outro tipo de dispersédo nas fibras dpticas,
chamada de dispersdo modal. Cada um dos modos transversais mostrados na
Fig. 4.9 possui uma velocidade de propagacao diferente. Se o pulso de luz
constituir-se de uma soma destes modos, cada um deles caminhard com
velocidade diferente, acarretando no alargamento do pulso. Para evitar esta

complicacdo, costuma-se usar para as comunicacdes Opticas fibras mono-

modos que permitem a propagac¢éo apenas do modo TEM,.

2: Efeito Doppler. Aplicacdées astrondbmicas

Na secdo anterior aprendemos a calcular a velocidade da onda
eletromagnética. Vamos agora dedicar o restante do capitulo a analise de
fatores que determinam sua frequéncia, comecando pelo famoso efeito
Doppler.

Consideremos uma fonte S emitindo radiacéo eletromagnética de frequéncia f,
num meio com indice de refracdo unitario, e um observador O. Temos quatro

casos a tratar:

a) O observador se aproxima da fonte com velocidade V,. Neste caso, 0

namero de ondas que ele encontra num tempo 7 é:

fir=ftr 20t — 1= f +V7° (5.12)

onde V,7 ¢é a distancia que ele percorre num tempo 7. Como C= Af , temos
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' Vv N
f'= f(1+—°j. Desta forma, o observador nota que a frequéncia da luz
C

V, . .
aumenta por um fator 14+ -2 devido ao fato dele estar se aproximando da
C

fonte.

b) O observador se afasta da fonte com velocidade V,. Este caso € similar ao
anterior, apenas deve-se inverter o sinal de V;:

frof (1—V—°j (5.13)
C

c) A fonte se aproxima do observador com velocidade V. Olhando para a Fig.

5.4 vemos que durante um certo tempo 7, a frente de onda percorre uma

distancia O'A=r¢C , engquanto que a fonte anda 0'S =V¢7 ,. A distancia SA é

dada porS_A=fC—VSz'=(C—VS)r. Assim, o comprimento de onda na

regiao SA & dado por: A=— SA :% e portanto,
numero deonda fr

c—V,)
f

A= ( (5.14)

Fig. 5.4 - Demonstracao do efeito Doppler no caso em que a fonte se

aproxima do observador.
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A frequéncia f' observada por O sera entdo dada por:

1:£E%EQ (5.15)

d) A fonte se afasta do observador com velocidade V, de forma que basta

inverter o sinal no denominador:

c c
f'=—=f :
- [C—%] (5.16)

Estes quatro casos podem ser resumidos em apenas uma expressdo

matematica;:

f'=£=f£ ¢ J (5.17)
A C+V,

onde o sinal das velocidades sera positivo se elas estiverem no sentido do

observador para a fonte. No caso de estarmos tratando com luz visivel, o efeito

chama-se Doppler-Fizeau. Exemplo disto sdo as aplicacbes astrondmicas:

(i) Estrelas duplas: sédo duas estrelas bastante proximas girando em torno do
centro de massa do sistema, ndo separaveis através de telescopio. Porém, ao
analisar-se o espectro de luz emitida, o efeito Doppler permite distinguir que
sdo estrelas duplas. Esta situacdo estd esbocada na Fig. 5.5.

(i) Expanséo do universo: as estrelas ttm uma velocidade de fuga de 10-30
km/s e os quasares de aproximadamente 0.8 c. Isto faz com que 0s espectros
de luz emitidos por elementos quimicos conhecidos tenham um deslocamento

na dire¢éo do vermelho.
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Fig. 5.5 - Efeito Doppler-Fizeau no caso das estrelas duplas.

3: Alargamento de linhas espectrais

O funcionamento de lampadas de descarga e lasers a gas baseia-se no fato de

que os atomos sdo excitados pela descarga elétrica e ao voltarem para o
: o E .
estado fundamental emitem luz de frequéncia Vv, :F’ onde E ¢ a diferenca de

energia entre os estados fundamental e excitado, e h € a constante de Planck.
Note que aqui estamos denominando a frequéncia de , enquanto que na sec¢éo

anterior a mesma era f. Entretanto, devido ao fato das moléculas do gas
possuirem movimento browniano, a linha V, adquire uma largura Av que
gueremos calcular.

Vamos considerar um gas com n moléculas/cm®, mantido & temperatura T num

tubo de Geisler. Apds a descarga elétrica observa-se a luz emitida na direcéao

do eixo x com um espectrofotbmetro, dando-se particular atencdo a raia de

frequéncia em torno de Vv, . O nimero de moléculas/cm?® com componente x de

velocidade compreendida entre V, eV, +dv, é dada por:
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2
dn:n,/ m exp _ v, dv, (5.18)
21TKT 2kT

Admitamos que a intensidade total Id[J emitida com frequéncia compreendida

no intervalo [J e [J + d € proporcional a dn. Assim temos:

( mvxzj
exp dv, (5.19)

Idv= Adn = An -
2kT

m
2ITKT
Entretanto, Vv, € dv, podem ser tirados da férmula do efeito Doppler na qual a

fonte estda em movimento e o observador em repouso, eq. (5.15). Expandindo o

: v
denominador para —* <<1 chegamos a:
C

C ~
Logo, dv, = (—Jdv. Desta forma, cancelando d na expressao para | e usando
V
0

a eg. (5.20) obtemos :

ex

AL LN R o
v, \ 2r1kT 2KT

2
Oj dv, (5.21)

0

que € a expressao da gaussiana mostrada na Fig. 5.6.
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Fig. 5.6 - Alargamento espectral devido ao efeito Doppler.

Se as moléculas do gas estivessem em repouso, 0 espectro de frequéncias

observado seria a funcéo 5(V—V0). Entretanto, como elas se movem, o efeito

Doppler faz com que haja um alargamento desta linha. E facil mostrar que a

largura da linha, Av,, é dada por:

Av, = 2"?0\/2|n 2 '% (5.22)

4: Otica relativistica

O efeito Doppler e a aberracdo da luz das estrelas, descoberta por Bradley em
1725, podem ser explicados em termos da relatividade restrita, introduzida em
1905 por Albert Einstein. Vamos inicialmente rever alguns de seus conceitos
béasicos:

1. Postulados

a) As leis fisicas séo invariantes em forma para diferentes referenciais inerciais

(referenciais néo acelerados).
b) A velocidade da luz € a mesma para todos os observadores inerciais.
2. Transformacgdes de Lorents

Considere dois sistemas de coordenadas cartesianas O e O', sendo que O' se

move com velocidade V =vi ¥ =i , como mostra a Fig. 5.7. No instante t [] O
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as duas origens coincidem. As transformacdes de Lorentz relacionam (x,y,z,t)

do referencial O com (X', Y, Z',t') do referencial O', de acordo com:

x=y(x+vt') |x'=y(x-vt)

(5.23)

3. Quadrivetores

Como vimos em (ii), as coordenadas espaciais e temporal estdo intimamente
ligadas, por isso € conveniente se trabalhar com vetores de quatro
componentes (quadrivetor). Exemplos de quadrivetores sdo os de posicao,

vetor de onda e momentum, respectivamente mostrados abaixo:

¥ ¥

Fig. 5.7 - Referenciais com movimento relativo.
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O produto escalar de dois quadrivetores € feito como normalmente se
multiplicam matrizes. Como exemplo, tomemos o produto dos dois primeiros

guadrivetores mostrados acima:

p=kx+Ky+k,z-at= K'F'-o't (5.24)

que é exatamente a fase da onda plana. Como o produto escalar de
quadrivetores € invariante quando se muda de um referencial inercial para
outro, a fase da onda plana € a mesma quando vista por observadores em O e
(o}

4. Efeito Doppler longitudinal

Considere uma onda plana propagando-se na direcdo do eixo X(IZ = Kf). A
fase vista pelo observador em O serd g=kx—-at e em O
serd ¢'=kr —o't =k x'+k y'+k,z'-at, isto €, estamos supondo que em O'
a onda se propaga numa direcéo arbitraria. Como ¢ =¢' temos:

kz —w=kx'+k y+k,z'-at (5.25)

Usando as transformacdes dadas pela eq. (5.23), obtemos:

o . VX : . -

Igualando os coeficientes de cada coordenada temos as seguintes relagoes:

ky'=kz'=0
(5.27a)
kx‘:y(k —f—;’j (5.27b)
(5.27c¢)

w'=y(w—kv)
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v
w 1=
Mas como k =— entdo ®'=w———S— , e consequentemente,
c v
1-=
c

(5.28)

que € a férmula do efeito Doppler longitudinal obtida pela relatividade restrita.

Para recuperarmos a formula classica devemos expandir este resultado para

V<<C.

5. Efeito Doppler transversal

Considere agora a onda plana se propagando na direcdo do eixo y( = kj)

,sendo portanto perpendicular aV . As fases vistas em O e O

respectivamente: g=ky —at e ¢'=K'F'=k X'+ k,y'+k,z'-@'t". Igualando

estes dois escalares chegamos a:

p=g'=ky—at =k, X+K', y'+k', 2= 0't' g 5

Novamente, usando as transformacdes dadas pela eg. (5.23), obtemos:

Ky'— a)y(t'+ \%j =k, x+k' y+k', z'- w't'(5_30)

de onde tiramos as seguintes relacdes:

kz'=0 (5.31a)

oW (5.31b)

C2

kx'=
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(5.31¢)

w'=y(w—kv) (5.31d)

sendo que esta Ultima expressdo nos da a formula do efeito Doppler

transversal, que ndo possui analogo classico.

6. Aberracédo da luz das estradas

De acordo com as eq. (5.31), vemos que a direcdo de propagacdo da onda

plana no referencial O' ndo € na direcao de y', mas forma com este um angulo

dado por:
. v
S L I
G| ot e [ (5.32)
c o

Este fenbmeno de mudanca de direcdo é conhecido como aberracdo da luz
das estrelas. Devido ao fato de que um observador na Terra tem uma
velocidade finita ele vera a posicdo da estrela diferente da posi¢cao real que ela
ocupa, devido ao problema de aberracdo citado acima. A Fig. 5.8 mostra este

efeito.

Fig. 5.8 - Aberragéo da luz proveniente das estrelas.

5: Modulacao eletro-6tica de frequéncia

Na analise que fizemos até agora dos fendbmenos envolvendo a fase, as partes
espacial e temporal eram independentes, do tipo ¢(z,t)=kz—at. Assim, a

identificacdo da frequéncia da onda, associada a evolu¢éo temporal da fase,
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era imediata. Entretanto, podem ocorrer situacdes onde o indice de refracao, e
consequentemente o vetor de propagacéo, depende do tempo. Desta forma, a

fase da onda torna-se ¢(Z,t)= k(t)z —wt , e as partes espacial e temporal
ficam misturadas pelo primeiro termo. Como a frequéncia encontra-se
associada a evolucdo temporal da fase da onda eletromagnética, podemos
definir:

__Op
@ = Tt (5.33)

como sendo a frequéncia generalizada da onda. Com este conceito podemos
analisar alguns efeitos responsaveis pelo surgimento de novas componentes
de frequéncia. Comecaremos com o efeito eletro-optico que pode modificar a
frequéncia da onda, ou introduzir novas componentes de frequéncia, como

veremos a seguir.

Existem cristais anisotrépicos ndo lineares (KDP, LiINbO3, LiTaO3, etc.) cujos
indices de refracdo se modificam com a aplicagdo de um campo elétrico
externo. Estes cristais sdo denominados eletro-6pticos. Consideremos uma
onda propagando-se pelo cristal ao longo do eixo Optico z, com polarizacdo na
direcdo do eixo x, conforme mostra a Fig. 5.9. Um campo elétrico variavel no

tempo é aplicado, também na direcdo do eixo x. O indice de refracdo é dado

por: n(t)=n0 +aV (t) , onde V(t) € a voltagem aplicada, é a resposta do

cristal ao campo externo e N, € o indice de refragcdo na auséncia de campo.

Esta variagdo do indice de refracdo produz uma alteragdo na fase da onda, que

passa a ser:

#(t)=konoL — @yt + ko, LV (1) (5 34)
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Fig. 5.9 - Propagacdo de uma onda eletromagnética ao longo de um

cristal eletro-6ptico.

onde L é o comprimento do cristal, 0 é a frequéncia da luz incidente e kO € o
vetor de onda no vacuo. Vamos em seguida considerar dois tipos de voltagens

aplicadas sobre o cristal, que sdo os casos de maior interesse pratico.

a. A voltagem do tipo rampa

Nesta situacgo, V (t) = ft, e a fase de onda fica:
¢(t) =knoL —apt + ko, Lt (5.35)
de forma que obtemos a frequéncia generalizada como:

0
COZ—E(DZCUO —koaﬁl_ (536)

isto é, o cristal eletro-6ptico faz variar um pouco a frequéncia da luz, como

mostrado na Fig. 5.10.

b. Voltagem senoidal

Neste caso, temos V(t): AsenQt , onde Q é uma frequéncia gerada por

uma fonte de radio-frequéncia (em geral da ordem de 100 MHz), de forma que:
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B(t) =konoL — et + kg, LAtASENOL (5 37y

que d& origem a uma frequéncia:

0=-22 _ 4 _kalAQCcosOL (5.38)

T

>
6)) 6

e
o

Fig. 5.10 - Alteragéo da frequéncia da luz ao passar por um cristal eletro-6ptico

com voltagem do tipo rampa.

que é modulada pelo termo coSQt . Para entendermos como esta modulacéo
altera o espectro de frequéncia da luz, vamos analisar o que acontece com a

onda plana neste caso.

E = E, exp{i(kn,L — et + kyrL BAsenQat )} (5.39)

O termo exp(iMseth) M =k,LA, pode ser expandido numa série de

funcdes de Bessel de acordo com:

exp(iMsenQt) = Z J,(M)exp{~inQt} 5 40

de forma que o campo elétrico é dado por:
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E = E, exp{ik,n,L}[ (M )exp{-ieojt} +
J,(M )EXP{—i(a’o +Q)tf+J3, (M )exp{—i(co0 —Q)t}+...] (5.41)

de onde vemos a criacdo de varios picos laterais a frequéncia fundamental O.

Lembrando-se que J_n(M)z(—l)an(M), temos um novo espectro de
frequéncia da luz, que é mostrado na Fig. 5.11. Este tipo de modulacdo tem
suas principais aplicacbes na geracdo de novas frequéncias para

espectroscopia com laser e no "mode-locking” de lasers.
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Fig. 5.11 - Geracdo de picos laterais (sidebands) através de modulacéo

eletro-optica.

6: Varredura de frequéncia

O efeito eletro-Optico € consequéncia de um processo nao linear de segunda
ordem que pode ocorrer em cristais que ndo possuem simetria de inversao. A
geracdo de segundo harménico é um efeito que também tem origem na néo
linearidade de segunda ordem. Entretanto, em cristais que possuem simetria
de inversdo estes efeitos ndo se manifestam, e a ndo linearidade de ordem
mais baixa que pode ocorrer € a de terceira ordem. Meios do tipo Kerr se
enquadram nesta classe de materiais; neles o indice de refracdo depende do

guadrado do campo elétrico da luz (de sua intensidade), ao contrario do efeito
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eletro-6ptico, que varia linearmente com o campo elétrico externo aplicado. A

nao linearidade Kerr pode ser expressa como:
n(l)=n, +n,l (5.42)

onde np € o indice de refracdo na auséncia de luz e n, € denominado de indice
de refracdo néo linear. No caso em que a luz se constitui de pulsos curtos, o
indice de refracdo dependera do tempo devido a variacdo de | com t na eq.

(5.42). Isto fard com que a frequéncia da luz se modifique de acordo com:

_konydl
° dt

(5.42)

Se o pulso for do tipo gaussiano, sua derivada tera uma forma dispersiva e as
frequéncias geradas variardo no tempo, como mostra a Fig. 5.12. Por outro
lado, um pulso curto tem associado a si um espectro de frequéncias com uma
certa largura, como veremos posteriormente. Devido a dispersdo normal do
meio, as frequéncias correspondentes ao vermelho caminhardo mais

rapidamente e tentarédo ficar na parte frontal do pulso (t < 0 na Fig. 5.12).
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Fig. 5.12 - Variagado da frequéncia devido ao efeito Kerr ao longo de um

pulso de luz.

O tempo t =0 corresponde ao centro do pulso.
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Entretanto, devido a varredura de frequéncias, componentes azuis sdo geradas
na frente do pulso, que nada mais é que uma redistribuicdo de energia. Como
consequéncia, a dispersao quer jogar as frequéncias menores (vermelho) para
a parte frontal do pulso, enquanto que o efeito Kerr que jogar as frequéncias
maiores (azul). Na parte final do pulso ocorre o inverso: a disperséao joga as
frequéncias maiores para a parte final do pulso, enquanto que o efeito Kerr joga
as frequéncias menores (vermelho). Para uma intensidade convenientemente
escolhida, um efeito cancela o outro e o pulso acaba se propagando sem
dispersdo. Este pulso que se propaga sem modificagcdes recebe o nome de

soliton.



