T2-EXERCICIOS RESOLVIDOS

EXERCICIO 1

Uma mola helicoidal tem constante elastica k. Ela funciona, igualmente bem,
sob tracdo e sob compressdo. Uma de suas extremidades é fixa numa parede
e a outra no ponto A onde ela é presa a um carrinho de massa m que pode

mover-se livremente sobre uma plataforma horizontal.

Posigiio de equilibrio

k !

Faia Fi

a) Uma forga horizontal F, = -80.1 (newtons) mantém o carrinho em repouso,

produzindo uma elongacéo de x = - 4 cm na mola (ela fica, assim, comprimida).

Determine a constante elastica da mola.

Resposta
Sobre o carrinho atuam quatro forcas:

e Na vertical, identificada com a direc&o do eixo y, atuam a for¢a peso e a
forga normal: p =-mg.je N = N.j. Tais forgas ndo sdo representadas na

figura.

e Na diregcdo Horizontal atuam outras duas forgas: a da mola e forca
horizontal ja aludida (escrevemos na notagao vetorial: ﬁmola = ( Frola)-1

eF, =-80.T1).
De acordo com a 22 Lei de Newton, podemos escrever:

I—)) + N) + F‘)mola + F21 = m'a'
Como a situacao é de equilibrio, entédo, d = 0.
Conclui-se, portanto, que

-

p+N =[(-mg)+N]j =0 - N=mg

+ ﬁ1 = [Fmola - Fl]-T =0 — Fl = Fmola.

=Tl

mola
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Pela eq (3) do texto, F,a = - kx, 0 que leva a escrever: F; = -kx donde se
conclui que: k = - % Substituindo os valores conhecidos, F,= 80 N e x =-4cm

=-0,04 m, tem-se que a constante elastica da mola é dada por:

- 80N
—0,04 m

k =

= 2000 N/m.= 2 kN/m

b) Quando solto (livre da forca 1_?’1 que o segura), o carrinho é empurrado pela

forca elastica da mola no sentido positivo do eixo Ox. Determine a forca da

mola quando ela elongada de x,= 2,5 cm.

A figura do enunciado mostra a mola comprimida; nesta situagao a elongacéao é

negativa ( x<0).

Na figura abaixo, a elongacado da mola é positiva ( x>0), pois a mola encontra-

se distendida.

Em ambos as situagdes ( x< 0 ou x >0 ), o sentido da forga da mola é oposto

ao sentido da elongacao x.

Quando x = 2,5 cm = 0,025 m, a forga da mola tem intensidade F,,,, = -(2.000
M/m)(0,025 m) = - 50 N. O sinal negativo indica que o sentido da for¢a é oposto

ao da elongagao x.

EXERCICIO 2

Determinar a relagédo o = \/E usando as egs (13) e (5) do texto.
m
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Resposta
Primeiramente, determinamos a derivada de 22 ordem, em relagao ao tempo,

da equacao da elongacéo [eq.13]

A partir da equacgao (13), escrevemos a elongacgao sob a forma: x(t) = A.cos(wt

+6o)

A derivada primeira da elongagéo ¢é a velocidade a qual € dada por:

v(r)= d[);(tt)] - dlAcos é(tot+90 )] -Aw.sen(wt + 8,);

A derivada segunda da velocidade € a aceleragao, ou seja:

d?[x(t) ] _d[ —Aw.sen(wt+8o) ] _

- — -Aw?.cos(wt + 8,) = -w?.A.cos(wt + 8,).

A partir dessa equacéo inferimos que a aceleragao é dada por:

a(t)zd [;‘t(zt)] = w2 x(t)

Substituindo-se a elongagéo e a aceleracéo na eq(5), escrita agora como:

m(~ox (1)) =~k (1)
Obtemos a relagdo entre a frequéncia angular e as constantes:

Kk
m. w? =k ou w? = =, resultandoem w = \/E

m

EXERCICIO 3

Considere que o carrinho do sistema massa-mola do Ex.01 tenha massam =5
kg. Puxado para a esquerda do ponto de equilibrio e depois solto, o sistema se

comporta como um oscilador harménico simples.
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a) Qual o periodo T deste oscilador?

Resposta

Conforme eq (20) o periodo é inversamente proporcional a constante w, ou

seja, T—— Por outro lado, conforme eq.(16) w f /ZOOSOkN/m 20 (1/s).

6,28

Portanto, T = 2075 =0,314 s.
O que isto significa? Cada vai-e-vem completo do carrinho tem duragdo de T =

0,314 s. Em outras palavras, o oscilador executa 100 vibragdes completas em
31,4 s.

b) Qual a frequéncia deste oscilador?

A frequéncia € o numero de vibragdes que o oscilador executa na unidade de
tempo. Conforme a eq (21), temos:

f=1/T =1/0,314s = 3,18/s = 3,18 hertz
(1 hertz=1Hz = 1 vibracao/s)

c) Qual deve ser a massa do carrinho para o periodo seja T =1 s?

. 2
Vamos analisar a eq.19; delaresulta T = f Para T =1 s tem-se w = 2m; como

w = \/% [ eq(16)] igualamos \/% = 2m. Elevando-se ao quadrado: — = (2m)?

Bl=

K
(2m)?

oscilador em questdo seja T = 1 s, a massa total do carrinho deve ser m =

donde m = = 2000/39,438 = 50,71 kg. Portanto, para que o periodo do

50.71 kg. Como f = 1/T, nestas condigdes, a frequéncia do oscilador sera f =
1Hz.

EXERCICIO 4

Uma mola de constante elastica k = 2.000 N/m tem uma extremidade fixada
numa parede e, a outra, num carrinho de massa m = 5 kg que pode se

movimentar numa superficie horizontal sem atrito.
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Posicio Equi]ihriu

() \4\ '\{\‘%—-

x=025m

A partir da posicao de equilibrio o carrinho, € puxado para a direita até que a

elongacdo da mola atinja o valor: x = 0,25 m. Esse a o valor da amplitude

x,, =A = 0,25 m.. Depois de solto, o sistema se comporta como um oscilador

harménico, realizando Movimento Harménico Simples.

a) Determinar o periodo T e a frequéncia f deste oscilador harménico?

Conforme definido na eq(20) do texto, o periodo e a frequéncia sdo dados

respectivamente, por:

2 2
T="=—"_=Zs5=0,1rs.
A 20/s 10

f"l/T——Hz.

b) A partir da equacgao horaria geral da elongagéo do oscilador harménico ( x(t)

= A.cos(wt + 8,)); determine as constantes A, w e 6, para o caso em estudo.

Adotando o eixo 0x, horizontal, e orientado para a direita, as condi¢des iniciais
do movimento para t =0 sao:
vo =0 e x(t=0) = +0,25 m.
e A amplitude do movimento € A = 0,25 m ( elongacdo maxima; ela
corresponde a coordenada abscissa do ponto onde o carrinho foi solto).

¢ A constante frequéncia angular é dada por w = \/% = f% =20 (g).

Substituindo-se A e w na equacgao geral (x(t) = A.cos(wt + 6,) temos:
X(t) = (0,25).cos(20t + 6,)

E, para a velocidade
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v(t) = 5.sen(20t + 6,)

Para completar a equacéao resta determinarmos a fase 6,. Para tal usamos a
condigao: v(t = 0) = 0; portanto,
que resulta: senf, = 0 , ou seja, 6, = 0°, 360°, 720°, .... Vamos escolher a
opgao mais simples: 6, = 0. Assim, a equacao horaria da elongagao, para as
condicdes iniciais dadas, sera:

x(t) = (0,25).cos(20t).

EXERCICIO 5

a) Considere o oscilador harménico do Exemplo 4. Determinar a equagao
horaria da velocidade do carrinho e responder: em quais instantes v(t) =0 e

em que instantes ela € maxima ou minima.

Resposta

A velocidade pode ser obtida pela derivada de 12 ordem da equacéao horaria da
elongacao. Assim,

(0,25)cos (20t)

1
m = - 5.sen(20t)

v(t) =<

Velocidade nula

Para se determinar os instantes nos quais v(t) = 0, resolve-se a equacgao:

v(t) = -5.sen(20.t) = 0.
O que implica instantes de tempo para os quais sen (20t) = 0, ou seja, o
argumento (20t) = 0°, 180°, 360°, 540°, ... ou genericamente, 20t = N- = com N

=0,1,2,3,...Logo, t= % scomN=0,1, 2, 3 ... Atabela abaixo consolida os

calculos:
N t=N-m/20 Argumento: V(t) =-5.sen(20t) x(t) = (0,25).cos(20t).
s (20.t) (rad) m/s m
0 0 0 0 +0,25
1 (m/20) = (T/2) n 0 - 0,25
2 2(n/20)=T 2m 0 +0,25
3 3(m/20) = 3(T/2) 3 0 -0,25
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Observacdo: como o periodo é T = /10, podemos escrever m = 10T que substituido
emt=mn/20 =(10T)/20=T/2 = (%)T ( meio periodo). E assim sucessivamente.

Constata-se que a velocidade torna-se nula nas posicbes de elongacéo
maxima (A = 0,25 m) e nas posigdes de elongagdes minimas (A — 0,25 m) que

sao posicdes que o carrinho inverte o sentido do movimento.

Velocidade maxima e minima

A velocidade é expressa pela fungédo v(t) = -5sen(20t). Tal como no calculo,
para se determinar os maximos e minimos de uma fungao iguala-se a zero a

derivada de 12 ordem da fungao.

dv(t) _ d(—5sen20t) _
dt dt

Assim, - 100.cos(20t) = 0.

Para que isto ocorra, devemos ter cos (20t) = 0, ou seja, 20t = 90°, 270°, 450°,
etc ou 20t = N’ g com N’ = 1,3,5, Assim, 20.t=N"~ donde t = N s com N’
=1,3,5,...

Para saber se a velocidade € maxima ou minima, vamos os valores de t na

equacao da velocidade. A tabela abaixo consolida os calculos:

N’ t=N"1/40 Argumento:  V(t) = - 5.sen(20t)  x(t) = (0,25).cos(20t).
s (20.t) (rad) m/s m

1 n/40 = T/ /2 -5 0

3 3(m/40 ) = 3(T/4) 3(n/2) +5 0

5  5(;/40) = 5(T/4) 5(r/2) -5 0

7 T(r/40) = 7(T/4) 7(n/2) +5 0

Observa-se que a velocidade € maxima quando o carrinho passa pela posicao
de equilibrio x = 0. A velocidade é maxima (v = + 5 m/s) quando o carrinho
passa por x = 0 no sentido positivo do eixo Ox e, € minima (v = - 5 m/s) quando

passa em sentido oposto.

b) Determinar a equagao horaria da aceleragdo do carrinho. Em quais

situacdes ela € nula? E em quais ela € maxima ou minima?
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A aceleracao é obtida por meio da derivada de 12 ordem da velocidade, ou
seja, a = % ( ou que é equivalente, pela derivada de 22 ordem da elongagéo,

dzx(t) )

ou seja, a= = ) Portanto:

a(t) = = = A=2200 = . 100.cos(201).

Aceleracao nula.
A aceleracdo é nula quando -100.cos(20t) = 0. Isto ocorre quando o argumento

da funcdo cosseno for tal que (20t) = N.g com N = 1,3,5,7,.... O tempo

correspondente sera t = N.(m/40)s. A tabela consolida as posi¢des onde a = 0.

N t=N-(r/40) Argumento: a(t)=-100.cos(20t) x(t) = (0,25).cos(20t).

s (20.t) (rad) m/s m
1 /40 = T/4 /2 0 0
3 3(m/40) = 3(T/4) 3(m/2) 0 0
5 5(m/40) = 5(T/4) 5(m/2) 0 0
7 7(m/40)=7(T/4) 7(m/2) 0 0

Quando o carrinho passa (em qualquer sentido) pela posicdo de equilibrio

(x=0) a aceleragao do carrinho € momentaneamente zero.

Aceleracao maxima ou minima.

Os maximos e minimos de uma fungdo podem ser obtidos igualando a zero a

derivada primeira da fungdo. No caso da aceleragdo temos: a(t) = -

da® _ dlz100cos20D] - g oy seja, 2000.sen(20t) = O.

100.cos(20t). Portanto, m

Portanto, para o argumento (20t) = N’.z, com N’ = 0, 1, 2, 3,... a aceleracéo

sera um maximo ou um minimo. A tabela consolida as informagdes.

N’ t=N"7m/20 Argumento: a(t) = - 100.cos(20t)  x(t) = (0,25).cos(20t).

S (20.t) (rad) m/s? m
0 0 0 -100 +0,25
1 (m/20)=(T/2) i +100 -0,25
2 2(m/20)=T 2 - 100 +0,25
3 3(m/20) = 3(T/2) 3n +100 -0,25
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Constata-se que a aceleragédo € minima ( a = -100 m/s?) quando a elongacao é
maxima ( x = + 0,25 m) e, € maxima ( a = + 100 m/s?) quando a elongagéao &
minima. Em x = + 0,25 m, a aceleragdo é para a esquerda ( no sentido negativo
do eixo Ox) e em x = -0,25 m, ela é para a direita ( sentido positivo do eixo 0x)

Vamos resolver um exemplo no qual o sistema massa- mola oscila na vertical.
Neste caso, as elongagdes devem ser medidas em relacdo a situagcdo de

equilibrio.

EXERCICIO 6

Uma mola cuja constante elastica é k = 400 N/m, tendo uma de suas

extremidades fixa no teto do laboratério, pende livremente na vertical.

Lo %k 0

Lo = comprimento
o}

natural da mola y
-

1 =]

Como o movimento acontece na vertical
Adotaremos o eixo Oy ao invés do eixo Ox.
Nas equacdes troca x pory.

Na sua extremidade livre é preso um objeto de massa m = 4 kg. A mola alonga-
se de um montante y, até encontrar a posicao de equilibrio.

Em seguida o objeto é erguido até uma elongacéo y = -0,10 m ( em relagédo ao
ponto de equilibrio) de onde, apods solto, funciona como um oscilador
harménico simples (MHS). Adotar g = 10 N/kg.

a
b

c
d

Determinar o alongamento y, da mola.

Escrever a equacado do MHS deste sistema massa-mola.
O periodo do movimento

As equacdes da velocidade e da aceleracao.

S~— = N N
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Respostas
a) alongamento vy, .

Na situacao de equilibrio o peso do objeto é equilibrado pela forga elastica da
_mg _ 4x10 kg.N/kg

mola, ou seja, mg = -ky, donde: —y, = “200N/m 107t m=0,1m.

Portanto, como resultado do peso do objeto pendurado, a mola distende-se de
10 cm.

b) equacédo do MHS.

A equacgéo geral do MHS é dada pela eq. 26 do texto ( trocando x por y):
y(t) = A.cos[w.t + 6,]
Devemos descobrir, para este caso, quais os valores das constantes A, w, €
Bo-
e A amplitude A do movimento.
No instante t = 0, a velocidade é v(t = 0) = 0; a elongagao ¢é y(t=0) = -0,10
m. Assim, a amplitude do movimento é A = 0,10 m. Observag&o: se o eixo
Oy fosse orientado para baixo, teriamos nesse caso y(t=0) = 0,10 m.

e A constante w do movimento.
E determinada pela massa e pela constante da mola eq.(16):

- |k /M - /(kg-s%/m= 1
W \E s 100X =2 10 (2).

Podemos entao escrever a equagao do movimento a menos da fase 6,;

y(t) = (0,10).cos[10.t + B,] (SI)

A fase 8, pode ser determinada com as informagdes das condi¢des iniciais.
Parat =0, temos v(t=0) = 0;logo 0 = 1sen[10x0 + 6,] o que resulta 0 =
sen (B,), donde, 6, = 0 ou N.w rad. A solugdo mais simples e compativel com
a condigao inicial paray é 0, =1 .

Portanto, a equag¢ao do movimento pode ser assim expressa:

y(t) = (0,10).cos[10.t + r] = - (0,10).cos(10.t)

c) O periodo do movimento.

Conforme a eq.20 do texto, o periodo do movimento é dado por:
T=2 = 0,628 s.

w100

d) As equacgbes da velocidade e da aceleragao a qualquer tempo.
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A velocidade é obtida a partir da derivada de 12 ordem da equacao horaria da

coordenada y ( no caso, da equacao do MHS). Assim:

v(ty= 2O = (O8O = (g 10) [- sen(10.t )].(10) = sen(10.t)

A aceleragao € obtida a partir da derivada de 12 ordem da velocidade, ou seja,

a(t) = =C2 = cos(10.1)(10) = 10.cos(10.1)

EXERCICIO 7

Um péndulo com massa m = 100 g e comprimento L é posto a oscilar com
pequenas amplitudes. O periodo mensurado foi T = 1 s. Considere g = 9,8
m/s?.

Determinar:

a) O comprimento L deste péndulo.

Resposta

A partir da eq.( 38) do texto, T = 2m,/L/g , o comprimento do péndulo em
estudo pode ser determinado. Elevando ao quadrado essa expressao obtemos

T2g

4112

L=

= (15)2(9,8522) /4(3,14)% = 0,2485 m = 25 cm.

Portanto, o periodo de um péndulo de comprimentoL=25cméT=1s.
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b) Qual seria o periodo deste pendulo quando colocado a oscilar na superficie

da Lua, onde a aceleracao da gravidade é 1,63 N/kg (m/s?)?

Diferentemente do sistema massa-mola onde o periodo ndo depende da
gravidade, no péndulo simples ele é fundamental. Em particular, um péndulo
nao oscila numa regido onde inexista gravidade. No caso da lua, o periodo é
dado por

Towa = 27/L/g = 6,28 ,/0,25/1,63

Donde inferimos que o mesmo péndulo quando colocado a oscilar na lua teria
um periodode Ty, =2,46s.



