Aula 12 — Metais e o gas de elétrons

Prof. Luis Gregorio Dias
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Introducao

Nesta aula, falaremos sobre o gas de elétrons livres e como este modelo pode ser
usado na descricdo de metais. Veremos que 0 gas de elétrons pode ser visto como
um modelo de uma banda parcialmente preenchida, em que ndo ha um gap de
energia entre os estados preenchidos e os estados vazios. Apresentaremos 0s
célculos da energia de Fermi e da densidade de estados em 1D e comentaremos
como estes os resultados sdo generalizados para o caso mais realistico de trés
dimensdes espaciais.

O gas de elétrons livres em 1D.

No caso de particulas livres em uma dimensdo espacial, o Hamiltoniano inclui
apenas o termo de energia cinética de modo que a Equacédo de Schrodinger fica:
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Equacédo 1

As solugdes serdo ondas planas na forma W(x) = Ae’**, onde A é uma constante de
normaliza¢do, como mostrado a seguir:
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Equacéo 2

Note que as solu¢des sdo também sdo auto-estados do operador momento linear.
Na representacdo de coordenadas, o operador momento linear & proporcional a

derivada em x, na forma p = —ih% de modo que p¥(x) = hk W(x). Desta forma, fica
clara a relagéo entre a energia E e o auto-valor do momento linear p = ik na forma
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Condig¢oes de contorno periddicas

A solucdo de onda plana W, (x) = Ae'** leva a uma densidade de probabilidade
constante |, (x)|? = |A]%. A integral de |¥(x)|?> em uma regido tem um significado
fisico bem estabelecido que é a probabilidade de se encontrar a particula nesta
regiao.

Logo, é necessario limitar a regido a um comprimento L. Isto porque caso 0 espaco
seja ilimitado, a probabilidade de se encontrar a particula livre seria “infinita” se
integrada no espaco inteiro, o que € um resultado ndo-fisico.

Esta delimitagdo do dominio das solu¢des da Eq. de Schrodinger equivale a impor
condicbes de contorno para a solucao W, (x), que levam a quantizacao das energias
possiveis. Estas condigdes de contorno podem impor, por exemplo, que a fungéo de
onda seja nula para x<0 e x>L, que sdo chamadas condi¢des de contorno tipo
“parede rigida”.

Aqui vamos fazer algo diferente e impor condi¢cdes de contorno periédicas  para
W, (x). Isto equivale a considerar que o espaco é dividido em “cépias” das regifes de
comprimento L, como mostrado na figura abaixo.
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Figura 1: Condigdes de contorno peridédicas ¥, (x + L) = ¥, (x).

Matematicamente, a condicdo de contorno periodica implica que W.(x) deve
obedecer a seguinte condigéo:



VUi(r+ L) = Ur(x)
Equacéo 3

Sendo W, (x) = Ae™ ¥, temos W, (x + L) = Ae?**ekL Qu seja:

\I!k(:r; + L) = eikL\Ifk($)

Equacéo 4

Para satisfazer as condi¢c6es de contorno, o lado direito da Equacéo 3deve ser igual
ao da Equacao 4 de modo que necessariamente devemos ter:

et =1 = k,L =2nn
Equacgéo 5

n=0,+1,4+2, ...

gque é uma condicdo de quantizacdo da energia, ja que, como visto na Equacao 1,
temos:
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Equacéo 6

2.2
A Figura 2 abaixo mostra o gréfico de E(k,)/Eq versus k,, onde E, = hanZ' Note a
gquantizacdo dos niveis devido a condi¢do periddica de contorno.
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Figura 2: Quantizacéo dos niveis de energia do gas  de elétrons livres em 1D.



Preenchimento dos niveis de energia

Na ultima aula (Aula 11), vimos que a funcdo de onda de particulas em potenciais
periodicos € descrita pelo Teorema de Bloch e que o sistema apresenta bandas de
energia.

Em um certo sentido, o modelo de elétrons livres apresenta estas caracteristicas. No
caso de condic@es periddicas de contorno, a funcao de onda obedece a condicdo do
Teorema de Bloch W, (x + L) = e*¥, (x) com a condi¢éo adicional de que e =1
0 que leva a quantizacdo de k. A energia depende de k, na forma dada pela

27,2
Equacéo 6 acima E (k,) = ;n—kL'; de modo que o modelo é de apenas uma banda.

Com isto, o preenchimento dos estados sempre vai deixar esta Unica banda semi-
preenchida (mesmo que com energias de Fermi altas), como mostra a Figura 3
abaixo. Desta forma, podemos dizer que um sistema de varios elétrons livres
(chamado de “gés de elétrons livres”) tem a caracteristica de um metal em relacdo
ao preenchimento de bandas (vide Aula 11).
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Figura 3: Exemplo de preenchimento da Unica bandad o modelo de elétrons livres

Mas como a energia de Fermi depende do nimero de elétrons? Vamos fazer um
exemplo de preenchimento com N=10 elétrons, como mostrado na Figura 4.

Comecamos preenchendo o estado de energia mais baixa (n=0) com dois elétrons

(um com spin para cima e outro com spin para baixo). A seguir, temos dois estados
2.2
com energias iguais (dados por k, =+217L ou E(k4) =2n—:2 ), que comportarao

outros 4 elétrons. Por fim, os Ultimos quatro elétrons restantes serdo acomodados



2.2
nos estados com k., =+417L ou E(k,) = IZMlTL’;. Esta serd a energia de Fermi do

sitema. No caso, conicide com a a energia do ultimo estado preenchido.
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Figura 4: Preenchimento da banda com N=10 elétrons.

Expressao geral da Energia de Fermi

16A2m?

No exemplo acima, vimos que, para N=10 elétrons é dada por Ex(N = 10) = T

Mas qual serd a expresséo de Ex(N) para um N qualquer?

Figura 5: Estados k , separados por 2 TvL.
Para isto, podemos definir ke tal que:
2 2
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Equacéo 7




de modo que kg sera o valor de k do ultimo nivel ocupado (vide Figura 5 acima). Por
simplicidade, vamos considerar o caso em que o Ultimo estado estd completamente
preenchido.

Se temos N elétrons e o ultimo estado esta completamente preenchido, o nimero de
2kp

@n/L)
linha de comprimento 2kr e a separacdo entre dois estados € 217L, como mostra a
Figura 5 (o0 “+1” da conta do estado em k=0).

estados preenchidos sera + 1, j& que os estados estdo dsitribuidos em uma

Assim, o numero N de elétrons sera igual duas vezes o numero de estados
preenchidos (ja que cabem dois elétrons por estado) e podemos encontrar kg
através da relacao:

ok (N —2)
“Nogp ) =hr=5"7

Logo, a energia de Fermi para um sistema de N elétrons com o ultimo estado
preenchido é:

Er =

Ep = ea
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Equacéo 8

onde n=N/L é a densidade de elétrons. Vemos entdo que, para N grande, a energia
de Fermi varia com o quadrado da densidade de elétrons em 1D. Isto € um resultado
importante e voltaremos a este ponto mais a frente.

Densidade de estados

Como mostramos na Equagdo 6 acima, a energia de um dado estado de indice n
cresce com n?. Desta forma, a separacdo em energia entre dois niveis sucessivos
E(k,.,) — E(k,) € maior quanto maior a energia E(k,,). Isto é ilustrado na Figura 6
abaixo: para energia mais altas, o espagamento entre os estados é maior.
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Isto mostra que 0s niveis ndo estdo igualmente distribuidos em regifes de energia.
Podemos fazer a pergunta:

Dada uma energia E, quantos estados temos entre E e E+ 4AE?
25,2
Para responder a esta pergunta, primeiramente fixamos uma energia E (k) = hz—:l e

calculamos o numero de estados Ng(E) que existem entre -k e +k. Como dois
estados estdo separados por 217L, teremos (vide Figura 5):
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Equacéo 9
de modo que
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Equacgéo 10

onde o “+1” corresponde ao estado com E=0.

Podemos agora ver como varia o numero de estados Ng dada uma variagdo AE na
energia. Diferenciando, temos:

ANy _LVoml, .y,

AF T h 2

Equacéo 11

Isto nos leva a densidade de estados p,,(E), dada por:

ANy = pip(F)AE

Equacgéao 12



ou seja:

_ L\/}Qm E_1/2
l

Equacgéo 13

pip(E)

Vemos que p,p(E) decresce com a energia, o que implica que teremos menos
estados por unidade de energia para energias mais altas.

Este comportamento é uma particularidade do caso 1D. Em 3D, o numero de
estados cresce mais rapido que EY? por conta do fato de o “grid” de pontos no
espaco k ndo formar uma linha (como mostra a Figura 5) mas sim um cubo (ou uma
uma esfera). Com isso, a densidade de estados em 3D cresce com a energia e
teremos mais estados por unidade de energia para energias mais altas.
Comentaremos mais sobre isso a frente.

Gas de elétrons conectado a um reservatorio térmico

Para finalizar nossa discussao sobre o0 gas de elétrons, vamos considerar o caso em
que o sistema de elétrons livres estad em contato com um reservatorio térmico a uma
temperatura T. Neste caso, 0s elétrons vao obedecer a distribuicdo de Fermi-Dirac.
Para relembrar este conceito, sugiro ver (ou rever) a Aula 26 do curso de Fisica
Quantica: https://www.youtube.com/watch?v=IzeZNwGATnw

Em linhas gerais, a distribuicdo de Fermi-Dirac nos diz que a ocupag¢do média de um
estado de energia € em um gas de férmions conectados a um reservatério térmico
de temperatura T e potencial quimico u € dada por:

1
fD(EyTa ILL) = (6(5—;1,)/k’BT + 1)

Equacgéo 14

A Figura 7 abaixo mostra o grafico da distribuicdo de Fermi-Dirac para T=0 e para T
diferente de zero mas pequeno em relacdo a .
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Figura 7: Distribuicdo de Fermi-Dirac. Retirado de

Notamos que o valor maximo desta distribuicdo é 1 e os estados com energia €
muito menor que U (e K p) tem ocupacdo média maxima. Ou seja, sdo estados
preenchidos por férmions. J& os estados com € > u tem ocupagdo média proxima
de zero. S&o estados vazios. No caso de T=0, vemos ocorre uma abrupta queda na
ocupacado de 1 para 0 exatamente em &£ = u. Ou seja, todos os estados com € < u
estdo ocupados e todos os estados com e > u estdo vazios. Ja para T#0, esta
transicao € mais suave.

Note que a distribuicdo de Fermi-Dirac n&o inclui o spin. Assim, para descrever um
gas de elétrons, é necessario multiplicar a ocupagéo por 2 para incluir o fato que
cada estado pode ser ocupado por 2 elétrons (principio de Pauli).

Se temos um numero N fixo de elétrons (ensemble canbnico), podemos entdo
calcular N integrando (somando) as ocupacdes dadas pela distribuicdo de Fermi-
Dirac (incluindo o fator 2 de spin) entre O e a energia maxima (no caso, infinito)
ponderados pela densidade de estados com energia entre € e € + As. A expresséo

N @/ e)fol(e, T, p)de

spin
Equacgéao 15

Nés ja calculamos a densidade de estados para um gas de elétrons em 1D (vide
Equacéo 13). Neste caso, o numero N de particulas sera dado por:
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A temperatura zero, podemos usar esta expressao para calcular o potencial quimico.
Como a ocupagéo é nula para € > p(0), a integral é limitada para energias entre 0 e

©(0):

N

V2 1 (0) I\?2 1
:Tm/o e = 2V (0]

Equacéo 17

Invertendo e isolando o potencial quimico, obtemos:
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Equacgéo 18

Considerando que N/L € a densidade n do gas de elétrons, esta € exatamente a
expressao que obtivemos para a energia de Fermi para N >» 1 mostrada na Equacao
8. Ou seja, para o gas de elétrons, o potencial quimico a temperatura zero
corresponde a energia de Fermi. Isto estd ilustrado na Figura 8 abaixo. Esta
identificacdo do resultado a temperatura zero € tao forte que muitas vezes os termos
“potencial quimico” e “energia de Fermi” sdo usados como sindnimos quando
estamos nos referindo a metais.
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Figura 8: Gas de elétrons em 1D a temperatura zero.

Comparac¢ao com o caso 3D

Até aqui, fizemos todos os célculos considerando apenas uma dimensdo espacial
(x). Ocorre que os metais séo cristais em 3D de modo que as funcdes de onda e
estrutura de bandas devem ser descritas em 3 dimensdes (x,y,z). E possivel
generalizar os resultados de 1D para 2D e 3D (e trataremos disto nos exercicios).

Os célculos da energia e da densidade de estados no caso 3D tem algumas
diferencas qualitativas em relag&do ao caso 1D, como mostrado na Tabela 1 abaixo:
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p1p(E) ; pao(B)=5 5 (75 ) E
Tabela 1

Notamos que:

i. Em 3D, a energia de Fermi cresce com a densidade mas com um fator n*®
ao invés de n’.

ii. A densidade de estados em 3D aumenta com a energia (€ proporcional a
E'?) ao invés de decair como no caso 1D (~1/E*?). Esta é uma diferenca
importante: ha mais estados por unidade de energia para energias maiores
por conta da maior degenerescéncia.

Estes dois pontos decorrem do fato de que, em 3D, ké um vetor com trés
h%(kE+k3+k2)
2m
mais possibilidades de degenerescéncia de estados pois ha véarias de combinagfes

possiveis de ky, k,, k, que resultam na mesma energia.

componentes k = (k,, k,, k,) e a energia é dada E(k) = . Com isso, ha

Ainda fica a pergunta: o calculo a “temperatura zero” que fizemos para o potencial
quimico ainda é valido no caso de temperaturas da ordem da temperatura ambiente
(=300 K)? Ou seja, 0 gas de elétrons com kzT « u € uma boa aproximacao?

A aproximagédo se justifica pois as energias de Fermi tipicas em metais sdo muito
maiores que a energia térmica ambiente. Valores tipicos da energia de Fermi em
metais sdo da ordem de alguns elétron-volts (eV).

Tomemos cobre, como exemplo, cuja energia de Fermi € da ordem de 7 eV. Se isto
for convertido para energia térmica (dividindo-se pela constante de Boltzmann
ks=8,62 x 10 eV/K), isto resulta em uma temperatura de mais de 81 mil Kelvin (!), o
que é cerca de 270 vezes a temperatura ambiente. Logo, a aproximacao kzT «< u €
valida para metais a temperatura ambiente.

O que veremos a seguir:

Na préxima aula falaremos sobre semicondutores. Faremos uma visita a um
Laboratorio do Instituto de Fisica da USP e aprenderemos mais sobre como s&o
produzidos estes materiais e quais as suas aplicacbes em dispositivos e na
pesquisa em Fisica. Até a proxima aula!
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