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2 Apéndices

2.1 Apéndice A: Energia do Atomo de Hélio
2.1.1 Estado Fundamental 1s>

Embora o curso de Fisica Quantica nao seja, formalmente, pré-requisito para Estrutura
da Matéria, é essencialmente impossivel discutir as propriedades de atomos e moléculas
sem recorrer & Mecanica Quantica. Ao longo do texto, o formalismo foi deixado de lado,
mas a discussao abaixo fara referéncia a aspectos bésicos, como vetores de estado, fungoes
de onda, produtos escalares e valores esperados.

O estado fundamental do dtomo de hélio, dado na eq. (22) do texto-base, foi escrito
utilizando notagao hibrida: o estado orbital, ¥, = ¢15(r1)P15(r1), foi expresso em termos
das funcoes de onda (projegoes dos vetores de estado sobre as posicoes eletronicas), en-
quanto o estado de spin, Ygngleto(1, 2), apenas indicou o “rétulo” (1 ou 2) de cada elétron.
Embora vetores de estado fossem a alternativa mais consistente, a opcao por fungoes de
onda se baseou na premissa de maior familiaridade por parte dos estudantes. Para realizar
brevissima revisao, vamos admitir que H seja a Hamiltoniana de uma particula sem spin,
e x(r) a sua funcdo de onda. E usual impor a condi¢do de norma unitéria,

/ r X (Ox(r) = 1, 1)

onde [ dr denota a integral sobre todo o espago (R?). Sendo o produto escalar entre
duas fungoes de onda, x(r) e £(r), definido como

[, )

a eq. (1) afirma que o produto escalar de y(r) consigo mesma é igual a 1. Essa condigao
é conveniente, pois o integrando x*(r)x(r) = |x(r)|* define a densidade de probabilidade
de observar a particula na posicao r, isto é, a probabilidade de observa-la em um volume
diferencial d®r = dzdydz, em torno da posigao r, é dP = |x(r)|? d®r. Assim, (1) garante
que a soma (integral) das probabilidades é igual a 1. O valor esperado da energia, para a
particula com fungao de onda x(r), é dado por

B= [ H. 3)

A generalizacao dos resultados acima para o caso de um sistema de duas particulas
sem spin é imediata. Por conveniéncia, iremos admitir que a funcao de onda pode ser



escrita em termos do produto x(ri,rs) = x1(r1)x2(r2), onde x1(r1) e x2(r2) sdo fungoes
de onda normalizadas de acordo com (1). Assim,

1 1
/dSrl/d3r2 X*<I'1,I'2)X(I'1,I'2> = d3 1 r1)|2 d3 2 I'2>|2 =1. (4)

Além disso, em vista da eq. (9) do texto-base, iremos admitir que a Hamiltoniana de duas
particulas possa ser escrita na forma H = H; + Hy + Vi, onde o termo H; apenas opera
sobre a particula 1, Hy apenas sobre a particula 2, enquanto Vis opera sobre ambas. O
valor esperado da energia serd

= /d3r1/d3r2 X*(rl,r2>HX(I'1,I'2) = /dgrl/d?’rg X*(rl,r2> H1 X(rl,r2>+

—i—/d3r1/d3r2 X*(Tl,I‘Q)HzX(I'hIé) + /dgrl/dgrz X*(rlarQ)VIQ X(Fljrz) =

1 1
= [ et [ Erba@P + [ CrbaEll [ dr ) Haalr) +

* / dry / d*ry 5 (r1) x5 (r2) Viz xa (11) xa (12) =
E EX = /d3r1 X”{(rl)Hlxl(rl) + /d3r2 X;(I'Q)Hg)@(rg)—i‘

+ [ &ry | dra|xa(r1) [ Vg [xa(r2)]” - (5)
fon ]

Caso as duas particulas em questao sejam elétrons, serd necessario considerar os
possiveis estados de spin, isto é, o singleto (S = 0,Mg = 0) e as trés componentes
do tripleto (S = 1,Mgs = —1,0,1). A fungdo de onda orbital depende das varidveis
continuas ry e ry, pois o vetor de estado pode ser projetado sobre qualquer ponto (rq,rs).
Iremos definir autofuncoes de spin, w;as, em termos das varidveis discretas (s,ms), que
podem assumir valores s = 0,1 e —s < my < s. Assim, o singleto sera denotado por
(s, my), enquanto as componentes do tripleto por !, (s, mg), ¥(s,ms) e ¥i(s,ms). A
propriedade relevante das autofuncoes é a sua ortonormalidade, ou seja, sao normalizadas
e ortogonais,

Z Z ¢Ms §, M wf/s,(s,ms) = 055" Ongnry - (6)
s=0 ms=—s
Caso nao haja familiaridade com a funcao delta de Kronecker, sua definicao ¢ 6;; = 0, caso
i # j, enquanto 0;; = 1, caso ¢ = j. Cabe mencionar que (6) é o produto escalar entre
d)MS e @ZJMS,, no qual a soma sobre as variaveis discretas de spin é andloga a integracao
sobre varidveis continuas em (2).

Retomando o estado fundamental do 4tomo de hélio, eq. (22) do texto-base, identifica-
remos Ysingleto( 1, 2) com a autofungao ¥(m, s), de sorte que Wy (1,2) = ¢15(r1)d1s(r2) X
¥o(m,s). O valor esperado da energia serd obtido pela integragao sobre as varidveis
continuas de posicao e somatério sobre as variaveis discretas de spin,

B = Z Z /d3r1/d3r2 *2(1,2) Hoe Up,2(1,2)

s=0 ms=



onde H, é dada em (9) do texto-base. Assim,

1
X /d3r1/d3r2 QSTS(rl)ﬁzﬁs(rQ)Hele¢ls(r1)¢1S(rQ)7

onde se utilizou (6). Identificando ¢15(r1) = x1(r1) € ¢15(r2) = x2(r2), poderemos recorrer
a (5) e obter

E132 = 2h+<],

com

) ) 2 2
h = /d3r1 ¢1(r1) [—vrl - Z_e} P15(r1) = /d3r2¢>{s(r2) [—Vm - Z_e] P15(r2)

2me 1 2me T

valendo lembrar que as vardveis de integracao sao mudas, de forma que os valores espe-
rados de Hy e H,, tomados sobre a mesma funcao de onda ¢, sao iguais. Finalmente,

2
e
J = /d?’rl/d?’rg\¢1s(r1)\2m\¢1s(1‘2)‘2

2.1.2 Estado Excitado b'p!

O estado formado pela ocupacao simples dos orbitais ¢, e ¢, pode ter spin singleto ou
tripleto,

1\I/bp(1v 2) = \% [¢b(r1)¢p(r2) + ¢b(r2)¢p(r1)] X 7vbsingletO(la 2)
3‘I’bp(1a 2) = \/% [P6(r1)Bp(r2) — Pp(r2)dp(r1)] X Yiripleto(1, 2)

em acordo com o Principio de Pauli. Iremos admitir que os orbitais buraco (b) e particula
(p) sao ortogonais,

(7)

/ dr ()6 (x) = / dr 63(0)6n(x) = by | (8)

hipétese razoavel, pois as autofungoes de uma dada Hamiltoniana gozam dessa propri-
edade. Embora mantendo a notacao de complexo conjugado, também admitiremos que
os orbitais sdo reais, como usual. Identificando Ygngleto(1,2) = (s, ms) uma vez mais,
poderemos escrever a energia do estado singleto na forma

1 s
Byng = »_ > /d3r1/d3r2 "Wy (1,2) Hae "0,(1,2) =

s=0 ms=—s

X% {/ d’ry ¢y (1) Hig(r1) + /d3r1 ¢p(r1) Higy(r1) + /d3r2 oy () Hygy(r3) +
+ /d3r2 ¢ (ra) Hagp(ra) + /d3r1/d3r2 1 (11) 95 (12) Viadp (1) (1) +

+ / dr, / 0Pra 6 (x2)5(r1) Viady(x2)p(r1) + / i1, / ey 6 (01) 8% () Vigdu(r2) by (r1) +
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[ [ i ¢z<r2>¢>;;<r1>v12¢b<r1>¢p<r2>} |

onde se utilizou (8). Rememorando a eq (9) do texto-base, iremos definir

hy = /d3r1 ¢y (r1)Hgp(r1) = /d3r2 ¢y (ra) Hop(r2) ,
hy = /d3r1 ¢, (r1) Hidp(ry) = /d31"2 ¢, (r2) Ha9p(r2)

Top = / dr, / dry 0] (11) 5 (r2) Viau(r1) 0y (r2) =

— /d3r1/d3r2 QZ5Z(I‘z)¢;(r1>v12¢b(r2)¢p(r1>7

Ky = /dSrl/d3r2 Oy (r1) 0y (r2) Vizy (r2)dp(r1) =

= /d3r1/d3r2 ¢Z<r2)¢;(1'1)V12¢b(1‘1)¢p(r2)v

obtendo

Egng = hy + hy + Jop + Ky

E deixado como exercicio verificar que

Etrip - hb "’ hp "’ pr - Kbp

para qualquer das trés componentes do estado tripleto (perceba que o sinal negativo
resulta da anti-simetria da func¢ao de onda orbital).

2.2 Apéndice B: Método Variacional

O Método Variacional se baseia em dois teoremas. O primeiro afirma que o valor esperado
da energia,

[y ) HY @)
J dr g (r)i(r)

onde H é a Hamiltoniana de interesse e 1(r) a fungdo de onda do sistema (ndo necessa-
riamente normalizada), tem extremos nas autofungoes de H. Isso significa que ao tomar
variagoes arbitrarias da fungao de onda, ¥(r) — ¥(r) + di(r), a variagao de primeira
ordem da energia sera nula (0E = 0), caso HyY = FEi. A demonstragdo é simples, mas
nao sera reproduzida aqui. O segundo teorema, de grande utilidade pratica, afirma que o
valor esperado da energia é minimo para o estado fundamental de H. Para demonstra-lo,
vamos admitir um conjunto discreto de autoestados e autovalores,

E

Hwn = &nPn -
Expandindo ¢ (r) na base dos autoestados ¢(r),

¢(r) = Z ann@) )
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e impondo que ¢ seja normalizado, [ d®r ¢*(r)y(r) = > 7 |e,|* = 1, teremos

b= i i CZ/ |:/ dgr QD:L/(r)H(Pn(I'>‘| Cn = i i C;kl’ 6n’n€n Cp = i |Cn’25n .
om0 n=0n'=0 n=0

Sendo ¢, < &,

Note que E = ¢g quando ¢ = ¢g. A utilidade de (9) resulta da possibilidade de “chutar”
uma funcdo de onda aproximada, 1), dependente de um conjunto de parametros, {7;}, que
podem ser escolhidos de forma a minimizar o valor esperado da energia. Para ilustracao,
vamos admitir que H seja a Hamiltoniana de uma particula sem spin, e que a funcao
de onda “chutada’, dita fun¢ao tentativa, dependa apenas de um parametro, 1(r;v). O
valor esperado da energia serd fungao do parametro variacional -,

E(y) = J v (r;y) Hb(r; )
Jd&r [y
sendo possivel impor a condigdo dE/dy = 0 para obter a menor energia fornecida pela

funcao tentativa. No texto-base, o orbital hidrogenoide foi utilizado como funcao tenta-
tiva, tendo sido a carga nuclear efetiva Z’ tratada como parametro variacional.

2.3 Apéndice C: CAalculo das Integrais h e J para o Estado 1s?

A energia do estado 1s* do 4tomo de hélio ¢ dada nas expressoes (23) a (25) do texto-base,
em fungao do orbital ¢15. Utilizando a funcao tentativa hidrogenoide, eq. (26) do texto-
base, a energia foi escrita em func¢do do parametro variacional Z’, conforme a eq. (27) do
texto-base. A passagem de (23) a (27), no texto-base, requer o célculo das integrais h e
J, definidas em (24) e (25) no texto-base, utilizando a expressao (26) do texto-base.

O termo h resulta dos elementos de matriz das Hamiltonianas hidrogenoides, H; e Ho,
sendo igual para os elétrons 1 e 2, como detalhado no Apéndice A. Dessa forma, podemos
omitir os indices eletronicos nas variaveis de integracao,

h= [ Erone) {— LRV Ny ey

2m. © r
Iremos tratar os termos cinético e potencial separadamente, h = t + v. Como o orbital
hidrogenoide 1s depende apenas da coordenada radial (1), é vantajoso utilizar coordenadas

esféricas, pois o tratamento das coordenadas angulares torna-se trivial. No termo cinético,
N . . . 8 _ 8 _
basta considerar a componente radial do Laplaciano, pois g5o1s = %les = 0. Sendo

92 . . ~
Vg, = %%(rgbls) a componente radial, iremos reescrever (26) do texto-base em fungao
do niimero atémico efetivo Z’, obtendo

2 3 2
t = — h —Z/ /d?’r e~ Z'r/ao 1_@ (re_Z/T/“O) )
2m, \ ma} r Or?

As integrais angulares sao imediatas,

2m ™
/er:/ dgp/ senfdf = 2w x 2 =47,
0 0

6




gl
e Z'r/ag ’

2
1 0 (re‘er/“‘)) _

r Or2

(5) ()

h? (Z'3 / 1 0 ’ h? Z'*
t = — 4 / rEdy e=Z'mla0 Z 2 <7“6_Z 7”/“0> = 5 - (10)
2m, \ wad ¥ Or? 2m. a

Para obter (10), é necessério realizar integragoes por partes do tipo

00 O
/ re 2l gy = ——(1 re Zr do / e 2l gy =
0
o —Z'r/a
--(7) [ “’L - () (1)

donde

0

oo oo 3
2 —Z'r/a _ ao [ o _z/y aop —Z'r/a o Qo
/0 re /Odr——?M—FZ(ZI)/ re /Odr—2(7> . (12)

No termo de atracao nuclear, as integrais angulares serao novamente triviais,

’ Z 2 , Z/3 o) ,
T ( ) 471 / zd’f’ G*Z r/ag <__€> e*Z r/ag — —4262 < - > / dTT€72Z r/ag _
Ta} ¥ a ),

Z/3 ao 2 Z/
— 47 (—> — 722 13
¢ ( CL% ) 27! ¢ CLO ( )
Vale salientar que a carga nuclear efetiva (Z’) é o parametro variacional da fungao tenta-

tiva. Como nao realizamos qualquer aproximagao para a Hamiltoniana, a atragao nuclear
dever ser escrita em termos do niimero atomico do nicleo (7). Finalmente,

h=t+v= — Ze*— . (14)

O calculo da integral de Coulomb,

2

J:/dSr |¢ls(rl)‘ I — ”¢1S(r2)|

23
_ /dSrl/di’)r 6—2Z ri/ao —2Z’r2/a0
)
7TCL0 |I'1 — I'2|

é mais trabalhoso, em vista do termo |r; — ry|~!. Serd interessante recorrer a uma iden-

tidade conhecida,
1 1 d*k ik(r1—12)
= 53 e (15)

|I'1 — I'2| ]{?2 ’
-k) X

de forma que

73\ 2 Bk
JZ(@%) (2714)/ /d3r1 exp(




27’
X /d3r2 exp (— ro — iry - k) .
Qo

Na integragao sobre todo o espago (R?) das varidveis r; e ry, temos liberdade para escolher
a orientacao do sistema de coordenadas. Uma escolha conveniente é z = k, de forma que
os angulos entre os vetores, k - ry = krycos(0;) e k- ry = krycos(6y), coincidam com os
angulos polares das coordenadas esféricas, r1 = (1,01, ¢1) e ro = (72,05, ). Assim,

) 27
2Z/ s ™
jl(k’) = /d3r1 exXp (— 1 +ir1 k) = M / sen01d81 X
o 0
o0 QZ/
X / T%dheXp {(— —l—ikcos@l) 7“1] )
0 Qo

Mediante a mudanca de variavel u = cos #;, com du = —senfdf, sera conveniente realizar
primeiro a integral angular,

00 Y 1 : o Vil 1 - ;
Ji(k) = 27r/ ridr e @ m/ du et = 27?/ r%drl e 't — (eZk’ﬁ1 — e_”m) =
0 -1 0 157¢

27T [e.9] 27! . o0 27! .
—2Z0 g, —2Z g,
= — dry ret w0 I _ drq 7"16( ag "R
ik | Jo 0

9 9 (167rz/>
% ) (% ) |2 a0
<2Z’—ika0) (QZ/+Z]€CLO> ] |:(2Z’

2 27
ao
1

onde, na ultima passagem, utilizamos (11) e a identidade de nimeros complexos, e

zLZ = ZQT;;*)Q. Notando que

_27T

ik

. 27! . . .
Jo(k) = /d3r2 exp (— Ty —ng'k) = j1(k) = k),

Qo

pois j1(k) € R, teremos, finalmente (integrais angulares triviais, uma vez mais),

S (B () e - (B (&) om [ L Rf” :

a—o>2+k2r

() o (5 @ o

A

k 2 s
5%, com sec’(7y)dy = 52 dk, vird

Realizando a mudanga de varidvel tg(y) = 50

(ME]

22 [z 27 1 4¢2
J = — sec2(v)d = 7' / cosb (v)d .
. (v)dy T~ rag” ), (7)dy

A integral



3 5%
6 d~r =
/O cos’(7y)dy "

¢ deixada como exercicio. A energia de repulsao nuclear do estado 1s? do dtomo de hélio
serd

5e?

J = 8_0,02/’ (16)

donde

h? 27¢? 5e?
—22’2——€Z'+iZ’.

E132 — 2h+ J —
mea? ao 8ag

A solugao de integrais de dois elétrons baseada na identidade (15) tem aplicagao ampla,
abrangendo de atomos a moléculas poliatomicas. Todavia, o calculo para atomos pode
ser simplificado pela identidade

r l
|I‘1—I‘2| Z Z 21_{_1 ( ) l:n(ea QS)YEm(QI,gb/),

onde r = min(ry,72) é 0 menor entre r; = |r1| e ro = |r3|, e 7’ = max(ry, r2) o maior entre
r1 e 1. As posigdes sdo expressas em coordenadas esféricas, r = (r,0, ) er’ = (r',0', ), e
Y} sao harmonicos esféricos. Fica proposto o exercicio de calcular a integral de Coulomb
entre orbitais hidrogenoides 1s,

J = / r, / ' fous(e) ||¢ls<r2>| ,

utilizando a identidade acima.



