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6 A Equacao de Schroedinger

6.1 A Equacao de Ondas Quantica

Em 1920, Erwin Schroedinger, um fisico austriaco, transferiu-se de Stuttgart para a Uni-
versidade de Zurich, ocupando a posicao que pertencera a Von Laue e onde permaneceu
até o final de 1926. De acordo com um depoimento de um antecessor seu em Zurich, Peter
Debye, no final de 1925, encontrando-se os dois em um coléquio, conversaram a respeito da
teoria de de Broglie. Ambos argumentaram que nao a haviam compreendido bem. Debye
entao convidou Schroedinger para que apresentasse um seminario sobre o assunto, o que
foi realmente realizado alguns meses depois. Poucos meses apos este seminério Schroedin-
ger publicou os trabalhos com sua formulacao da mecéanica quantica, que é a utilizada até
hoje. Um pouco antes, Heisenberg havia proposto uma mecéanica matricial, que incluia as
conseqiiéncias do principio de incerteza. Posteriormente ficou provado que a formulagao
matricial de Heisenberg era totalmente equivalente a mecanica ondulatoria de Schroedin-
ger.

A equacao de onda de Schroedinger, por ser uma equacao basica da mecanica, nao
pode ser deduzida, assim como nao se deduz a segunda lei de Newton. Podemos no
entanto buscar alguns argumentos de plausibilidade para a equacao. Vejamos por exemplo
a equacao de ondas usual, no caso de ondas eletromagnéticas. Escrita em termos do campo
elétrico, esta equacao, para uma onda se propagando no vacuo é dada por:

9% 10%

0x? 2 Ot2
tomando como solu¢do uma onda harménica e = ¢, cos(kx —wt) e substituindo esta solugao
na equacao de ondas, temos:

K="

2
usando agora as relagoes de Einstein w = E/h e k = p/h na expressao acima, temos:

E? =p?¢® ou E = pc
que é a relacao entre energia e momento para o foton! No caso do movimento de particulas

podemos procurar por exemplo uma equagao de ondas que seja equivalente a relagao energia
- momento para uma particula de massa m: No caso nao relativistico temos:

2
p=>r vy

2m
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Usando agora as relagoes de de Broglie, £ = hw e p = hk e substituindo-as na expressao
acima, obtém-se:

h?k?

hw:2m

+V

Note-se que nesta equacao, k aparece ao quadrado, como na equacao de ondas tradicional,
sugerindo um termo proporcional a derivada segunda da fungao de onda em relacao a z.
J& o termo em w, diferentemente do caso das ondas eletromagnética, aparece com poténcia
um, o que corresponderia a uma derivada primeira em relacao ao tempo. Além disso, ha no
caso de particulas, um outro termo, correspondente & energia potencial V, onde nao hd nem
k nem w nao havendo portanto nenhuma derivada envolvida. A equacao que corresponde a
expressao acima e que ¢ consistente com as idéias anteriores de de Broglie, Bohr, Einstein,
etc. foi obtida por Schroedinger como:

h% 02U (z,t) L0V (z,t)
_%W + V($)\I’(:E,t) = ZhT

Podemos tentar verificar essa equacao num caso simples, como por exemplo o de uma
particula livre, onde V=0, com momento p = hk e energia F = hw. Facilmente verifica-
mos que fungées como Asin(kz — wt) ou Acos(kx — wt) ndo sdo solugoes da equagao de
Schroedinger. Entretanto, a fun¢ao complexa A expli(kx — wt)] é solugao.

K2 aQAei(kxfwt) aAei(kmfwt)
ih

2m Ox? ot
_$Aei(k”_“t) = ih(—iw)Ae'kr=«t)
e portanto,
h2k?
5=

A equagao pode também facilmente verificada para o caso de um potencial V constante.
Nos casos em que o potencial depende de x, como o do oscilador harmoénico, a solugao pode
ser muito mais complicada.

Vimos no caso da particula livre que a funcao de onda obtida como solugao da equacao
de Schroedinger é complexa. Portanto, nao pode ser uma quantidade mensurével, como a
amplitude de oscilacao de uma corda ou do campo elétrico, como nas ondas tradicionais. A
interpretacao do significado fisico da fun¢ao de onda solugao da equacao de Schroedinger foi
enunciada ainda em 1926 por Max Born. De acordo com Born, os acontecimentos (eventos)
previstos pela mecanica quantica sao de natureza probabilistica. Um processo mecanico é
“acompanhado” por um processo ondulatoério, a onda sendo dada pela solucao da equagao
de Schroedinger. (“O curso dos eventos é determinado pelas leis das probabilidades; para
um estado no espaco, corresponde uma probabilidade definida, que é dada pela onda de
de Broglie associada ao estado. Um processo mecanico ¢ portanto acompanhado por um
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processo ondulatorio, a onda guia, descrita pela equacao de Schroedinger, o significado da
qual é que a mesma da a probabilidade de um dado curso do processo mecanico. Se por
exemplo a amplitude da onda guia for nula em um certo ponto do espaco, isso significa
que a probabilidade de se encontrar o elétron neste ponto é desprezivel”). O significado da
funcao de onda é que o seu modulo quadrado é proporcional & probabilidade de se encontrar
a particula em uma dada posicao entre z e z-+dr no instante . Mais especificamente, num
dado instante de tempo £, a probabilidade de se encontrar a particula entre z e z+dx é
dada por:

P(z)dx = |U(z,t))* de = U*(x,t)V(z,t)dx

onde U*(z,t) é o complexo conjugado de W(z,t), operagdo que corresponde a trocar o
nimero imaginario ¢ por -i na expressao para U(z,t). O produto de qualquer niimero
complexo por seu conjugado é sempre um nimero real.

Portanto, se W*W corresponde a uma densidade de probabilidade, esse produto deve
obedecer a condi¢ao de normalizagao:

/+OO U*(z,t)U(x,t)de =1

—0o0

6.2 Operadores Quanticos

De modo andlogo ao que vimos com as distribui¢oes de probabilidades classicas no inicio
deste curso, podemos utilizar a distribuicao de probabilidades dada pela fungao de onda
quantica para obter valores médios de quantidades fisicas. Por exemplo, o valor médio da
posicao de uma particula cujo movimento é descrito pela fungdo de onda W(z,t) sera:

+00 +o0 +o0
<z >= / xP(z)dr = / eV Wdr = / U*zWdx

o0 oo [e.o]

note que como em geral o produto V*¥ depende do tempo, também teremos < x(t) >.
Para qualquer funcao de x, temos também:

< f(z) >= /_+0<> U* f(x)Vdx

o0
O valor médio de uma grandeza em mecanica quantica é normalmente chamado valor es-
perado. Para outras grandezas, a situacao ¢ analoga, embora aparecam certas dificuldades,
devido ao principio de incerteza. Para o valor médio do momento, temos por exemplo:

+o0o
<p>= / U pWUdz

(o]
Para poder calcular a integral acima, devemos obter uma expressao para o momento
em termos da varidvel de integragao, z. Entretanto, sabemos nao ser possivel relacionar
diretamente p com z como uma fung¢do p(z), pois, pelo principio de incerteza, ndo ha como
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determinar precisamente (e simultaneamente) as duas quantidades. Para vermos como
podemos obter o valor médio acima, tomemos por exemplo a onda plana que obtivemos no
caso da particula livre:

U(z,t) = Aeilke—wt)

onde sabemos que o momento ¢ constante (< p >= p = hk). Tomando a derivada primeira
em relacao a z da funcao acima, temos:

ov . 4 ) D
— = ikAe'*TeD — e = =0
9 1k Ae ik Zh
ou
ov
—ih— = pVU
! ox p

A quantidade —ihd/dx é chamada um operador diferencial. Este operador em particular
tem a propriedade de quando aplicado a uma funcao de onda, ter o mesmo efeito de se
multiplicar a mesma fun¢ao de onda pelo momento linear p. Note que este operador é uma
funcao da variavel z, sendo portanto a relacao que procurdvamos. O operador acima é o
operador momento linear e o valor esperado do momento é entao calculado como:

too 0
<p>= / U* — th—Vdr
_ ox
Esta relagao, embora tenha sido aqui demonstrada apenas no caso de uma particula
livre, é no entanto valida em qualquer situacao. De maneira analoga, podemos também
notar que :hd/0t é o operador para a energia total, uma vez que

ih2<A67i(kx7wt)) — _iQthefi(kxfwt) — EAefi(szwt)
ot

o0

Outros operadores quanticos serao vistos no decorrer do curso.

Com as definicoes acima, podemos ver a razao da ordem de por exemplo V*pW¥ que
utilizamos na grafia da expressao para os valores médios. Embora no caso do operador
posicao esta ordem nao seja relevante, dado o carater diferencial de grande parte dos
operadores quanticos, eles correspondem a operagoes nao comutativas e facilmente podemos
ver por exemplo que

o ., 0 L0,
U™ ( zhax)\ll #+ zhax(\ll )

No caso da onda plana que vimos acima, temos resultados triviais na aplicagao, tanto do
operador momento linear p = —ihd/0x quanto do operador de energia total £ = thd/0t.
Isso devido ao fato de as ondas planas corresponderem & situacao de uma particula com
momento e energia bem definidos, de modo que < p >=pe < E >= E. Tomemos agora
um caso mais interessante e realista, como o de uma particula livre dentro de uma caixa.

No caso unidimensional, a particula esta confinada a se mover entre duas paredes rigidas
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localizadas em © = —a/2 e x = 4+a/2. Como veremos mais tarde, a fun¢ao de onda para a
situagao de menor energia desta particula é dada por:
a

Tr -E a
U(x,t) = Acos —e ‘%t para — = <x < —
(z,t) - p 5 5

e zero fora desse intervalo. A constante de normalizacao é dada por:

+o0 +a/2 +m/2
/ U Udy = AQ/ cos? Eal:z: = A29 / cos? 0df = AQQ

—a/2 a ™ /2 2

—00

ou A = 4/2/a. Para o valor médio da posi¢do da particula, devemos esperar um valor nulo,
pois classicamente a particula tem igual probabilidade de estar a esquerda ou a direita da
origem das ordenadas:

400 +a/2 T
<z >= / Uz Udr = Az/ xeos® —dr =0

00 —a/2 a
uma vez que o integrando ¢ uma funcao impar de x, e a integral é sobre um intervalo

simétrico em relacao a origem. Situagao analoga ocorre com o momento linear:
+a/2 ) +a/2
9 T, . T 9. T T . TX
<p>=A cos — (—ih—) cos —dx = A%ih— cos — sin —dx =0
—a)2 a Ox a a J_as a a

Entretanto, podemos verificar que o médulo do momento linear nao é nulo. Podemos
facilmente obter o operador para o quadrado do momento linear:

~ 0?
P =pp 522
e portanto,
+o0 92 2 +a/2 2
<p’>= / U — B2——Vdr = —h? <E> AQ/ cos? 2 dr — B2 (E>
oo Ox? a —a/2 a a

Portanto a energia cinética média ¢ E. = h?w?/2ma?.

6.2.1 Algebra de Operadores

Em geral, os operadores da mecanica quantica obedecem a uma &algebra nao comutativa.
Por exemplo, 2p® # pzd:

e Ld o dP
Tpd = x(—zh%)q) = —th% e
d dd
PED = (—ih-)a® = —ih® — ihr — —ih® + GpD
dx dx
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portanto, (pz — zp)® = —ih®, ou (pz — zp) = —ih. A relagdo (p — Zp) é chamada
comutador de p e  ou relacao de comutacao entre p e e ¢é representada pelo simbolo
[p,2] = pt — &p. Se para dois operadores a e b, [d,l;] = 0, ou seja os dois operadores
comutam, entao os valores das grandezas associadas a esses operadores podem ser medidas
simultaneamentes com exatiddo. Por exemplo, [p E] = 0 e portanto o momento linear e
a energia total de uma particula podem ser determinadas simultaneamente. Ja a posicao
e o momento linear nao podem ser obtidos simultaneamente, pois seus operadores nao

comutam.

6.3 Equacao de Schroedinger Independente do Tempo

A maior parte dos casos que estudaremos com a utilizacdo da equacao de Schroedinger
correspondem a situacao de ondas estacionarias. Sao casos como esse o atomo de hidrogé-
nio, o oscilador harménico, particula em uma caixa, como visto acima, e etc. De um modo
geral, nesses casos, e em todos 0s casos em que o potencial V nao depende explicitamente
do tempo, pode-se utilizar a chamada técnica de separacao de varidveis na solucao da
equacao de Schroedinger. Fatorando-se a solucao da equagao num produto de dois termos,
em que um contém a dependéncia em z e o outro a em t, temos:

U(a,t) = (x)p(t)

Substituindo esta expansao na equacao de Schroedinger, temos:

) | g5 0(a) | + BNV () = ()
dividindo a equagao pelo produto ®(z)p(t), temos:
! _h_Qa_Q T T)=1 L&p_(t)
O(x) [ 2m0x2q)( )} +Viz) o(t) ot

Notamos que o primeiro membro, que depende somente de z, deve ser sempre igual ao
segundo membro, que depende somente de £. A Unica situagao em que isso pode ocorrer
é se ambos os membros forem iguais a uma constante S, chamada constante de separacgao.
Para o segundo membro temos portanto:

ih&g—iw = So(t)

cuja solucao é facilmente encontrada:

plt) = Ae™'i!

Comparando o ¢(t) encontrado acima com a parte temporal da fungio de onda que obti-
vemos nos casos anteriores, vemos que a constante S é identificada como a energia total E
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da particula. Portanto, para o outro membro da equacao, correspondente a parte espacial,
temos:
2 72
W de + V(z)®(z) = EP(x)
2m dx?

Esta é a chamada equacao de Schroedinger independente do tempo. Note que nao ha
necessidade do uso de derivadas parciais, uma vez que a equacao s6 contém a dependéncia
espacial da funcao.

Uma série de condi¢oes podem ser imposta as solugoes da equagao de Schroedinger para
que tenham sentido fisico. Essas condicoes estao ligadas a interpretacao estatistica da
funcao de onda. Assim, ao resolvermos o problema do oscilador harmoénico ou do atomo de
hidrogénio, ndo podemos aceitar uma solugao da equacao de Schroedinger em que ¥(x) seja
oo quando x — oo pois sabemos que a particula tem seu movimento limitado a uma regiao
finita do espaco. Do mesmo modo, devemos impor condicoes de continuidade e unicidade
da funcao de onda, caso contrario nao teriamos como obter a probabilidade de encontrar
a particula nos pontos de descontinuidade ou onde a funcao tivesse multiplos valores.
Outra razao se relaciona ao fato de que se a funcao for descontinua, sua derivada serd
infinita nos pontos de descontinuidade, fazendo com que o momento linear neste ponto seja
infitito. Condicoes semelhantes devem ainda ser impostas a derivada da funcao de onda.
Lembrando que a derivada segunda se relaciona com a energia cinética, descontinuidades
na derivada primeira corresponderiam a pontos com energia cinética infinita. Resumindo-
se, as condicoes a serem impostas as fungoes de onda, solugoes da equacao de Schroedinger,
s20:

o O(z) e dP/dr devem ser finitas
o O(z) e dP/dx devem ser univocas

e O(z) e db/dxr devem ser continuas

Além disso, lim, ,+., ®(z) = 0 pois a probabilidade de se encontrar a particula no infinito
deve ser nula.

6.4 Aspectos Qualitativos das Solucdes da Equacao de
Schroedinger

Uma anélise qualitativa da equacao de Schroedinger permite obter as caracteristicas gerais

das funcoes de onda que sao solugoes para um dado problema. Escrevendo-se a equacao
de Schroedinger independente do tempo como:

> _2m

dr? k2

vemos que a concavidade da funcao de onda, dada pelo sinal de sua derivada segunda, é

proporcional ao produto da propria fungdo de onda por [V (z) — E]. Portanto, nas regioes

[V (z) — E]V
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em que V(z) > FE, a derivada segunda tem o mesmo sinal da fun¢do de onda e entdo a
concavidade é voltada para cima (concava) se W é positiva e voltada para baixo (convexa)
se a fungao de onda é negativa. Nas regides em que V(zx) < E a situagdo é a oposta.
tomemos por exemplo, o caso de uma particula sob a acdo do potencial visto na figura
6.1a, quando a energia total é E, como mostrado na figura. Temos entao o eixo x dividido
em trés regioes, delimitadas por 2’ e x”. Na regiao 2’/ < z < x”, se ¥ > 0 teremos a funcao
de onda com concavidade para baixo e vice versa. Nas regioes © < 2’ e x > x” 0 oposto,
conforme mostrado esquematicamente na figura 6.1b. Tendo ainda em consideracao as
condicoes sobre o comportamento da funcao de onda para x — Z+o0, possiveis solucoes
para este problema sao mostradas na figura 6.1c.

[ $ix)

] |
Wix} - E1>01 V) - £t < 0 {VE) - £] >0
o Rl 1 ]

Iy r —

" b) .

Figura 6.1: Aspectos qualitativos das solucoes da eq. de Schroedinger: a) Potencial e

energia total. b) Concavidade da funcao de onda nas 3 regides. c) Possiveis
solugoes.

Da figura 6.1, correspondente a situacao E>V, pode-se notar que quanto maior for o
numero de oscilacoes da funcao de onda, maior deve ser sua derivada segunda e portanto
maior a energia correspondente. O Estado fundamental (de menor energia) corresponde
sempre a fungdo que nao muda de sinal, sendo portanto a de menor derivada segunda.
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