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1: Principio de Huygens

Neste capitulo vamos considerar o fenbmeno da difracdo da radiacao
eletromagnética, que é consequéncia da natureza ondulatéria da luz. Ela se
constitui da distor¢cdo causada numa onda eletromagnética que incide sobre um
obstaculo de dimensdes comparaveis ao seu comprimento de onda. Estes
obstaculos podem ser aberturas num anteparo, objetos opacos tais como
esferas, discos e outros. Em todos esses casos, o caminho seguido pelo raio
ndo obedece as leis da O6ptica geométrica, sendo desviado sem haver
mudancas no indice de refracdo do meio. Assim, temos a presenca de radiacao
em locais nos quais ela ndo seria esperada, como em regiées de sombra
indicadas Fig. 9.1. E como se a interacdo da radiagdo com as bordas do
anteparo, ou do obsticulo, causasse uma perturbacdo na radiagdo em
propagacédo e a espalhasse por regides onde ela ndo deveria hormalmente ser
detectada. Como vimos no Cap. 2, este efeito é equivalente ao principio da
incerteza de Heisenberg, j4 que as equac¢Bes do campo eletromagnético e a de
Schrddinger séo formalmente iguais.

raios de luz

Fig. 9.1 - llustracdo de um experimento de difragdo em uma abertura.

Os aspectos essenciais da difracdo podem ser explicados qualitativamente
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pelo principio de Huygens. Segundo ele, cada ponto na frente de onda age

como uma fonte produzindo ondas secundarias que espalham em todas as
direcBes. A funcdo envelope das frentes de onda das ondas secundérias forma
a nova frente de onda total. A Fig. 9.2 ilustra este fato. Com este principio
podemos perceber que cada nova frente no instante t' de onda é formada
pela interferéncia de infinitas fontes, as quais estéo irradiando a partir da frente
de onda no instante t. Isto pode ser traduzido em forma matematica dizendo-se
gue em cada ponto da nova frente de onda teremos um campo Optico que €
igual a soma dos campos irradiados por todas as fontes secundarias. Note que
o fendmeno de difracédo esta fortemente baseado no de interferéncia. Como o

namero de fontes é infinito, as somas dos campos referentes a cada fonte

secundaria se transformara numa integral.

frente de onda

frente de onda secundaria

fonte
secundaria B
S—— diregdo de

‘ propagagao

nova
frente de onda

Fig. 9.2 - llustracdo do principio de Huygens para a construgcéao
geométrica de uma frente de onda, a partir de uma frente de onda

anterior.



Livros> Optica (Universitario)> Difracdo

Autor: Sergio Carlos Zilio
O principio de Huygens pode ser enunciado matematicamente pela soma

(integral) das véarias ondas secundarias geradas numa area iluminada, como
por exemplo uma fenda. A geometria para esta situacdo esta esquematizada

na Fig. 9.3. A equacéo resultante de varias ondas secundarias no ponto P é:

exp{i(kr, - at)} iA

U(P):IJ.AUA

Fig. 9.3 - Difragdo por uma fenda de area A.

onde Up € a amplitude da onda primaria que se origina na fonte S e ilumina a
fenda. A partir dela, cada elemento dA da abertura gera uma onda esférica
secundaria que interfere no ponto P com outras ondas esféricas geradas em
diferentes elementos da abertura. Vamos em seguida ver com mais detalhes

matematicos a obtencéo da eq.

” exp{i(kr, —a)t)}dA

2: Formula de Fresnel-Kirchhoff

Apo6s a abordagem inicial realizada por Fresnel, um tratamento matematico
mais preciso do principio de Huygens foi proposto por Kirchhoff, da forma como

segue. Vamos partir da segunda identidade de Green, que é expressa como:

=] (vviu —uvzv)dz):jjA(vﬁu ~UVV )da

onde U e V sao fung¢des continuas e integraveis que obedecem a equacgéo de
ondas:
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Note que o meio € homogéneo, logo v ndo depende de r. As solugbes da
equacao de ondas sdo da forma:

U(r,t)=U(r)exp{tiat}
UV (r,t)=V (r)exp{ziat}
10U

1 0?U
. ~ 2
que quando substituidas nas equacdes VU :F e e VAV :F e

resultam em:

2
)
VAV = —WUV (r)
Com isto notamos que o0 integrando do lado esquerdo da
eq. | :mv(vvzu —Uvzv)du:HA(vW —Uwv )da é nulo, isto &,

2

VVAU UV =—\%(vu ~UV)=0

Assim, jjA(vW YAV, )ﬁdS =0 A superficie fechada A envolve o volume de

interesse, que podemos tomar como sendo aquele da Fig. 9.4. Neste caso,

podemos dividir a integral em duas regides, S, € S,, tal que: ”A: HS +”S .
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volume de interesse

Fig. 9.4 - Geometria utilizada para o calculo da integral de superficie

Queremos encontrar o valor da funcdo U no ponto de observacgéo P e para isto

tomaremos V(r,t) como sendo uma onda esférica da

forma V (r,t) =V eXp{ (kr a)t)}/ I O gradiente em coordenadas esféricas é

dado por:

de forma que a integral de superficie em S, fica:

I=][, (vWu -UwVids,= [, [ “oexp{i(kr - wt)} VU —uvov[ex'o{ (kr—wt)}ﬂnzdsz

r

onde dS, = p’dQenf, =—¢€, que substituidos na

exp{i(kr - t)}

eq. ” 0eXp (kr - a)t)}VU -Uv V( J A,dS, resulta em:
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Tomando o limite p —0

obtemos J =V, exp{-iet}U (P)[dQ=—47V,exp{-iat}U (P).
Logo, HA: ”S +HS 0 como temos:

4V, exp{-iatjU (P)=[[ (VWU -UWV Jids, =

:J‘LZ{VO exp{i(kr—a)t)}vu —UV, exp{i (kr—a)t)}(—i+ 'kj:l i,dS,

r r r

que nos leva a equacdao bésica da teoria da difracédo:
1 ik
P)=]J { VU - u(——+ ] 'kf} fi,dS,
r r s,

Esta expressdo é chamada de teorema integral de Kirchhoff. Ela relaciona o
valor da funcdo no ponto de observacdo P com valores desta funcdo e sua

derivada sobre a superficie S; que envolve o ponto P. Como tomamos p —0,

a Fig. 9.4 se modifica da maneira mostrada na Fig. 9.5. Particularizando a

|kr H
eq. 47zU ”S { VU -U (_r_ler ':(je e"‘r} n,dS, para o caso em que
' S

1

U é também uma onda esférica da forma:

U (5,)==2exp{i(k — ot)}

1

o teorema integral de Kirchhoff pode ser escrito de forma mais explicita como:
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q

Fig. 9.5 - Geometria usada no calculo da integral Kirchhoff.

47U (P)= ikUOe“"‘HSl exp{ikr(rrl +r)) [ cos(,,1,)—cos(A,r,)]dS,
172

ikr, ikr

i e . .
-ikU e t”%{rzrlz cos(fi,,r,) - s cos(1,, rz)}ds1

Nos fendmenos de difragdo I €I, sdo geralmente grandes, de forma que

podemos desprezar o segundo termo. Assim obtemos:

0 (p) 5 ikUOe—ia}t ”Sl exp{ikr(:l + I’z)} [COS(ﬁl, I‘l)—COS(ﬁl, r, )]dSl
11

Esta € a conhecida formula de Fresnel-Kirchhoff. Vamos especializa-la para o

caso de difracdo por uma fenda de area A, na geometria da Fig. 9.3, com

S, =S+ A. Pode-se mostrar que a integral sobre S’ é desprezivel e assim,

ikU e ¢ exp{ik(r+r,)
U(P)~ —2 -”sl { rlr: 2 }(cosel—cosez)dA
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onde (cosé, —cosf,) é chamado de fator de obliquidade. A formula de

Fresnel-Kirchhoff nada mais é do que a afirmacdo matematica do principio de
Huygens. Para examinar melhor este ponto vamos tomar uma abertura circular
com a fonte S localizada no eixo de simetria da abertura conforme mostra a

Fig. 9.6. A superficie de integracdo A € um pedaco de casca esférica de raio

r, e centro S de forma que 6, =7 . Logo:

_U exp (K _wt)}(1+ cosd, )dA

Fig. 9.6 - Difragdo em uma fenda circular.

onde U, =U,exp{ikr,} / 1, ¢ a amplitude da onda primaria incidente. A partir
dela, cada elemento dA da abertura gera uma onda esférica

secundaria U [exp{ (kr )}/r ]dA No principio de Huygens nao existe

T e
o fator de obliquidade nem a fase —E introduzida no campo pela difragéo.

Note que a difracdo na direcdo da fonte é zero pois 6, ~ 7 e o fator de

obliquidade é nulo.
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3: Principio de Babinet

Considere uma abertura A que produz um campo difratado U(P) no ponto de

observacdo P. Suponha agora que a abertura é dividida em duas porcdes
AeAtal quee A=A+A,. As duas novas aberturas sdo ditas

complementares. Um exemplo estd mostrado na Fig. 9.7.

[ ]
+

[ ]

Fig. 9.7 - Exemplo e a geometria do principio de Babinet.

Da férmula de Fresnel-Kirchhoff é facil ver que U (P) :U1(P)+U2(P). Esta

equacao, conhecida como principio de Babinet, € uma consequéncia direta da

possibilidade de divisdo da regido de integracdo em diversas partes.

4: Difracao de Fraunhofer

No tratamento detalhado da difracdo € usual distinguir-se dois casos gerais
conhecidos como difracdo de Fraunhofer e Fresnel. Qualitativamente falando, a

difracdo de Fraunhofer ocorre quando as ondas incidente e difratada sdo

planas. Este € o caso quando as distancias I €I, sdo tdo grandes que a

curvatura da frente de onda pode ser desprezada, como mostra a Fig. 9.8(a).
Por outro lado, se a fonte e o ponto de observacdo estdo suficientemente

proximos da abertura temos entdo difracdo de Fresnel (Fig. 9.8(b)).

+S P

(a) Fraunhofer (b) Fresnel

Fig. 9.8 - Tipos de difracéo.
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O arranjo experimental para se observar difragdo de Fraunhofer esta mostrado
na Fig. 9.9. Em particular, vamos analisar o caso da difracdo pela fenda estreita

mostrada na Fig. 9.10. O campo elétrico no ponto P sera dado por:

U(P)= %e“‘“ﬂA eXp{ikrl(rzl +n)} [ cos(,r,)—cos(A,r,) dA

onde I, €I, séo respectivamente as distancias de S e P ao elemento de area

dA. Levando-se em conta que os pontos S e P estdo infinitamente afastados,

de forma que I e€r, ndo variam muito ao fazer-se a integracdo sobre A,

podemos escrever:

ike™U, | cos(A,r,)—cos(f,r,) _
U(P)~ o 0{ 1r1r2 2 ”Aexp{lk(rl+r2)}dA

. /

c

Fig. 9.9 - Arranjo para observar difragcédo de Fraunhofer.
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Fig. 9.10 - Fenda estreita (L >> b).

U(P)=~CL %exp ik(r+r,)dy
(P)~CL[, exp{ik(r +,)

pois dA=Ldy. Uma segunda aproximagdo a ser feita € considerar

r, constante sobre A. Além disto, I, = I, +Sené, logo:

U(P)~ CLexp{ikrl}J._b{;exp{ik(k0 +ysend)}dy =
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= CLexp{ik(r, + ro)}f{;exp{ikysene} dy

Esta ultima integral é facil de ser calculada e nos leva a:

A sen (kzb senﬁj
=C'b

_c exp{ikysend}

U(P) -
iksend | ,, Kb oo
2
Fazendo ﬂ:%sene, temos:
sen’p

. Seng
U(P)=C'bh——=1(P)=1
(P)=CD=E=1(P)=1=

O padrao de difracdo I(P) estd mostrado na Fig. 9.11. O méximo central ocorre
para S 20(9: 0) enguanto que os minimos localizam-se em £ =+nx, onde
n é um inteiro. I(P) terd maximos relativos para f=11,437,+2,467 etc. que

sdo raizes de f=tgp.

4 1(B)
I{I ,c' \
AR
I \
| \
[ \
| \
| \
I \
/ \
! \
- . / \ _—— =
— —_— _ o
-2m -T m 21 B

Fig. 9.11 - Padréo de difragc&do para uma fenda estreita.
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Consideremos apenas a franja central para deduzir uma expressao para o

angulo no qual a luz se espalha. Para este fim vamos considerar a Fig. 9.12.

¢

Como os primeiros minimos ocorrem para f=tr e @ = E temos:

7r=@sen£:2—7rbsenf
2 2 22 2

Fig. 9.12 - Angulo de abertura da franja central.

Fazendo a aproximacéo de pequenos angulos (¢ <<7), na qual sen %zg
obtemos:
br 24
rT=—==
A b

Esta expressédo € bastante adequada para se observar a analogia entre a
Optica ondulatéria e a mecéanica quantica. Nesta, um dos principios
fundamentais € o da incerteza (de Heisenberg) que estabelece para uma

dimensao:
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AyAp, ~h

Para o problema de difracdo que estamos tratando, Ay pode ser identificado

com a largura da fenda, b, enquanto que Apy € a incerteza no momentum do

h

foton, cujo valor é p :z, como demonstrado por de Broglie. Olhando para a

Fig. 9.13, que é derivada da Fig. 9.13, vemos que a incerteza no momentum do

pseng __h ¢ _h¢

foton &€ Ap, = > = 7219 . Assim,
Sen
h¢ ~h=¢= —/1
2& b

br 24 . -
que reproduz a eq. ”:7:)?’ demonstrando a analogia entre a Optica

ondulatéria e a mecéanica quantica.

Fig. 9.13 - Angulo de abertura da franja central.

No caso de uma fenda retangular, com os lados a e b da mesma ordem de

grandeza, teremos:
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ka :
onde o =—Seny. Deixaremos a demonstracdo desta expressdo como

exercicio.

5: Difracao por uma abertura circular

No caso de uma abertura circular, vamos usar a variavel y para integracao,
similarmente ao que foi feito para a fenda estreita. Chamando de R o raio da

abertura, o elemento de area sera tomado como sendo uma faixa de

comprimento 2 R*—vy% e largura dy, como mostra a Fig. 9.14.
y

Consideremos, dentro da aproximacao de Fraunhofer, que a onda incidente a
abertura circular seja plana. A amplitude da onda no ponto P é dada, de acordo

com aeq. (9.17), por:

U(P)~ Cexp{ikro}J'_RRexp{ikysene}Z«/R2 —y’dy

AY

Fig. 9.14 - llustracdo da geometria envolvida na difracdo por uma abertura

circular.
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onde foi utilizado I, =1, +ysend e dA=2,/R*—y?*dy . Introduzindo as

grandezas U = Y e pkRsené a integral acima se torna:
U(P)~ Cexp{ikro}leexp{ipuxll—uz}du
73,(p)

Jo,

uma funcéo especial chamada de funcdo de Bessel de primeira ordem. Desta

Esta € uma integral padrao (tabelada), cujo valor é , onde Jl(p)é

forma, a intensidade do feixe difratado se torna:

2

2J1(p)
P

|(P)=(CaR?)

A dependéncia de |, em R* nos indica uma rapida reducdo (ou aumento) na
intensidade de luz com a diminuicdo (ou aumento) do raio da abertura circular.
Outro ponto importante a ser considerado € quanto aos zeros da funcao Jl(p)
. Eles determinam os pontos de intensidade nula, os quais estéo localizados
em circulos concéntricos em torno do ponto @ =0. As raizes da funcéo Jl(p)
ocorrem para os valores de p iguais a 3.83, 7.02, 10.17, etc., como mostra a

Fig. 9.15. Com eles sao obtidos os angulos [1 que correspondem a intensidade
nula. Tais angulos

serao:

6,=3,83/kR=0,611/R,6,=7,02/ kR=1121/R,6,=10,17/kR=1,621/ R
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A I(P)

Fig. 9.15 - Padréo de difracdo para uma abertura circular

6: Rede de difracao

Vamos utilizar uma analise similar a anteriormente realizada para a fenda
estreita na aproximacao de Fraunhofer para entendermos o funcionamento da
rede de difracdo mostrada na Fig. 9.16. Comecaremos com a expressao dada

pela eq. (9.19) e somaremos para as varias fendas paralelas. Assim temos:
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x V

Fig. 9.16 - Rede de difracao.

U=~C _[ exp{ikyseng}dy = _[Ob exp{ikyseng}dy +

h+b h+b
+ I - exp{ykseng}dy + Lzh exp{yksend}dy +...

onde o numero de integrais do lado direto é igual ao niamero de fendas
paralelas, que tomaremos como N +1~ N, para N>>1. Esta expressdo pode

ser escrita da forma:
U=y [ exp{ikysene}d
= eXP 1 IKySen
2.);, P y
para N+1 fendas. Assim, realizando a integragéo temos:

ZN:exp{ik( jh+b)send| —exp{ik( jh)send}

u==2 =
iksend

exp{lkbsene
- JZ(;exp{lk jh)sens}




Livros> Optica (Universitario)> Difracdo
Autor: Sergio Carlos Zilio

Desta expressao é possivel mostrar, embora ndo o fagamos aqui, que

U :Zbexp{i[ﬁ+(N _1)7,]}£286nﬂJ(2 senNy j

p 2Nseny

kbsen@ o kbsen@

onde [ = > y >

. Logo,

lau (P) = 1= |0[59”ﬂj2(59nN7j2

p Nseny

senN y
Nseny

2 2
sen
com FOZ(T'B] sendo o fator de difragdo e Flz( ) o fator de

interferéncia. A Fig. 9.17 mostra o padrdao de difracdo e interferéncia para a

rede considerada. Vemos que
F, =0 para B =+nz(n=inteiro diferente de zero) e F, é maximo para

p=0+1437, etc. Por outro lado, F, =0 quando N, =0, ou seja,

msz , . . .
quando y:W, e maximo para seny=0, o que implica em y=mrxe

m
consequentemente, send = T .
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F 3 |(g]
IIII
/ k
o NP R e A e >
Linha de Linha de
ordem zero ordem um

Fig. 9.17 - I({1) para uma rede de difragao.

A
O poder de resolugéo da rede de difracéo é definido como P, =——, onde AZ

€ a separacdo entre duas linhas espectrais, que pode ser obtida usando-se o
critério de Rayleigh, mostrado na Fig. 9.18. Este critério estabelece que duas

linhas estardo resolvidas quando o0 maximo de uma coincide com o zero da

outra. A dispersdo angular de uma rede é dada por D, = , mas como

da

md A
(condicdo de maximo de F), temos que cos@dd =

e

do m
portanto D, = 97 heoso

kh
Por outro lado, y= Y sené e

kh
assim Ay = (?)cos 6do. Do critério de Rayleigh temos

A
(Nhcos8)

. Como obtemos AA = (A—ehjcose = i e

T
ue Ay=—=A0=
a 4 N m mN

portanto o poder de resolucdo da rede é:
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Fig. 9.18 - Critério de Rayleigh.

P,=Z =mN

7: Padrdes de difracao de Fresnel

Vamos agora analisar o caso de difracdo de Fresnel e para isto vamos

considerar a Fig. 9.19, na qual as coordenadas da fonte e do observador
sdo dadas respectivamente por: S :(0,0,—hl) e P:(0,0,—hz). Partindo da

eg. (9.13) temos:

0(p) K 2PN s, e o

A ~ R?
onde fi=-k . Fazendo as aproximagdes I, = /h> + R* =h, /1+ (3

2 2 2
h 1+% zh{l+%%} er, zhzgi—temos n+r,~
2

2 2
h1+h2+R—{l+i}=hl+h2+R— onde i={l+i}
2| h h, 2L L |h h
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Fig. 9.19 - Geometria para a difracao de Fresnel.

Também tomamos I;f, = hh, e assim obtemos:

U(P)= _iLLZJ—ﬁleh;[cos(ﬁ, r,)—cos(#, rl)]ﬂslexp{i kziL}dA

2 2
ik(x +y?)

zC.”S exp xdy

onde a constante defronte a integral foi denominada C. Fazendo as

substituicdes U = X, ’L,v =Y, ’L e dxdy = ”—Ldudv obtemos
7L 7L Kk

finalmente:
U(P):~% “exp Ll dujvzexp ey
k U 2 Vi 2

Facamos agora um breve paréntese para discutir as integrais acima, as
quais sao chamadas integrais de Fresnel:
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oo a0-c (o) 500

onde C(a)) eS(a))séo dadas pela espiral de Cornu mostrada na Fig.

9.20. Quando:
1 1
S == C ==
w—>0=S(w) 5 eC(w) ,
0> -0=5(0)=-2  eClo)=—
w=0=S(w)==0 eC(w)=0
Logo,

=4 = [ =C o) -C(@) +iS(a,)-iS(a)

No caso que estamos estudando,
U(P)= 2 ([0 u)-C ()] +i[S (1) -S(w)]}
x{[C(uz)—C(ul)]+i[S(uz)—S(ul)]}
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Fig. 9.20 - Espiral de Cornu.

8: Aplicacao da transformada de Fourier para a difracao

Quando a fonte e o observador encontram-se fora do eixo z, como mostra a
Fig. 9.21, temos:

|k r+r

U(P) :—U "“"” (cos@'-cosd)dA

Notando que h =—k,R= X A +y] e = rol(a'lp+,8'j+)/'lz), temos entéo:

—

r'= +I§:>r':\/r0'2+R2+2Rr0' =

o,

R*+2(a'x+p'y)

2
r0

=\/r(;2 +R*+2(a'x+ B'y) = r(;\/1+
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Fig. 9.21 - Difracdo no caso em que a fonte e o observador encontram-se
afastados do eixo z.

a'x+ '
1.}.&

> + 0'(X2, y2) + } Analogamente

Como I, >>0, temos I'~ ro'z{
r0

X + 1 1
+a—'By+O(X2,y2)+...e — ~— Logo,
r, o

U(P):%rir(cose cosd)e U Xp{'k( +ﬂy} (%{)ﬂy)}

~
C

~ 0

Desprezando O(Xz, y2) e O'(XZ, yz), teremos a aproximacdo de Fraunhofer e

nao desprezando teremos a aproximacao de Fresnel.
X2 (Y2 |k Ax+By
= CI j dxdy
Desta forma, U(P) é a transformada de Fourier da fungcéo abertura g(x,y) isto é:

U(P)=C[" [" g(xy)e" ™" axdy

onde g(x,y)=f(x)h(y).




