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08 - Movimento dos Projéteis

Exercicios Resolvidos

Exercicio Resolvido 8.1

A figura ilustra a situacdo na qual em um determinado instante um projétil de massa m = 20kg sai da
“boca” de um canhio. As condi¢des iniciais sdo especificadas na Figura 8.5. O referencial cartesiano ¢
também apresentado nessa figura. Adotaremos, ademais, o instante inicial igual a zero 7, = 0.
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Figura 8.5: Exemplo de condigdes iniciais.

a) Escrever as componentes das acelera¢des a e a do projetil.

b) Quais as condi¢des iniciais do movimento deste projétil?

c) Escrever as equagdes horarias das componentes do vetor velocidade e do vetor posicao.

d) Qual a posi¢io, ou seja as coordenadas x e y, e a velocidade do projétil (ou suas componentes) no
instante ¢ = 24 s?

Resolucao

a) Considerando desprezivel a resisténcia do ar e g = 10m/s?, as componentes da aceleracio do projétil
sio:a, = 0ea, =—-g=10m/s

b) Conforme as equag¢des 8.24, considerando-se o referencial adotado e os dados fornecidos, as condi¢des
1niciais sao:

o ¥, =¥(t,)=[300cos(53°)]7 +[300sen (53°) ] =180 +240.j  (m/s)

® 7(1,)=0i +hj =765
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¢) Adotando-se o sistema internacional de unidades, as equa¢des horarias do movimento do projétil para
as condi¢oes iniciais dadas acima sio:

a =0 ay=—g=—10m/s2
v, =180m/s | v, =240-10¢
x(t) =180r | y(¢)=765+2401-5¢

d) Utilizando as equa¢des horarias do movimento ja estabelecidas no item anterior, obtemos para os
valores das coordenadas, no instante de tempo ¢ = 24s:

x(t =24 s) =180x24=4.320m
(1 =24 5) =765+ (240x 24) — 5(24)’ =3.645m
e para as componentes da velocidade:
v, (1=24s)=180m/s
v, (t = 24s) = 240—(10><24) =0

Observe que, sendo vy(t =245) =0, a velocidade do projétil nesse instante é:

v=wvi+v, j=180i

Ou seja, sua velocidade é na dire¢io horizontal, nesse instante de tempo.

Exercicio Resolvido 8.2:
Considere o movimento do projétil do Exercicio resolvido 01. Escreva a equagio da trajetéria e esboce o
respectivo grafico.

Resolucao

Conforme sintetizado nas equacdes 8.24, uma forma de se obter a equacdo da trajetéria é eliminar a
variavel “#” nas equag¢des das abscissas x(#) e substitui-la nas ordenadas y(f) do movimento. Assim, do item (c)
do Exercicio resolvido 01, temos:

x(1) =180z
y(t)=765+240t -5

Da primeira equagio temos ¢ = (x / 180) que, substituido na segunda, resulta:

y(x)=765+ G}c - (Mﬁsz

Para esbogar o grafico, ¢ interessante saber em quais pontos a trajetoria do projétil cruza o eixo das abscissas.
Isso corresponde a determinar as raizes de um polinomio do segundo grau. Fazendo y(x) = 0 na equagio

acima, obtemos: | 4
- X+ = [x+765=0
6.480 3

Levando-se em conta que:

]
A=b* —4dac =(4/3) —4| ———— |(765) = 2.25
ac=(4/3) ( 6.480j( )
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E,lembrando a expressio das raizes de um polinémio do segundo grau, obtemos:

s e

jil,S
= =4.320F4.860
2a 5 - 1 1 +
6.480 3.240

Portanto, temos duas solucdes: x'=4.320—4.860 =—-540m e x"=9.180m .
Ademais, o coeficiente de x? é negativo, o que implica que a concavidade da parabola é voltada para baixo. O

conhecimento das raizes e da concavidade da parabola facilita o esboco da trajetéria no plano xy. O resultado
¢ apresentado na Figura 8.6.

A

y

h=765m

-540m 0 9180m y

Figura 8.6: Trajetoria do projétil no plano que contem a orbita.

Sabemos que um polinomio de segundo grau tem, como nesse caso, duas raizes. No entanto, em determi-
nados problemas, devemos descartar uma delas. Nesse caso especifico, a raiz x = —540m nio tem significado
fisico, pois a bola ¢ lan¢ada do ponto (0; 765m). Assim, a trajetéria real so6 leva em conta os pontos do espaco
tais que suas coordenadas sio positivas, isto é&: x>0 ey >0.

Exercicio Resolvido 8.3:
Considere o movimento do projétil do Exercicio resolvido 01. Determine as coordenadas do ponto de
altura maxima alcangada pelo projétil.

Resolucao

A altura maxima pode ser determinada a partir da equagdo 8.26. E isso requer o conhecimento dos valores
de y, e v, (uma vez que g & uma grandeza conhecida).
De acordo com os dados, v, = 300 m/s € 8 = 53°; logo, a componente vertical da velocidade inicial é
Vo, = vosen(0)=300x0,8=240m/s.
A ordenada, no ato de lancamento e conforme o enunciado, ¢ y, = 765 m. Logo, de acordo com 8.26, a
altura maxima é dada por:
240 m/s)’

2
ho =yo+mz765 m+(

5 <10 /2=765m+2.880m=3.645m
g x10m/s

Podemos determinar ambas as coordenadas associadas a altura maxima. Para tal, devemos comecar
pela determinacao do tempo para o qual a componente vertical da velocidade do projétil é nula. Ou seja,
v =v —gt =0.Desta condi¢io, determinamos ¢ :

y 0y m m

0=240-10(s,) = 1, =24s

Substituindo esse valor em y(f) = 765 + 240t — 5, determinamos y_ = h

max’
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By = 765+240(24) - 5(24)2 =3.645m.

Este valor corresponde a coordenada y do ponto de altura maxima. Para o valor da coordenada x devemos
substituir o valor £, = 245 em x(f) = 180¢; determinamos com isso a abscissa do ponto de altura maxima, ou
seja,x, = 180(24) = 4.320m.

Portanto, o ponto cujas coordenadas sio (4.320m, 3.645m) ¢ o ponto de altura maxima do projétil.

A Figura 8.7 ilustra o ponto de altura maxima e de outras caracteristicas do movimento estudado. Atente
para a caracteristica desse ponto, de ter velocidade vertical nula: v, = 0.

y Grafico fora de escala

-540m 0 4320 m 9180m y

Figura 8.7: Valores de alguns parametros relevantes no movimento estudado.

Exercicio Resolvido 8.4:

Considere o movimento do projétil do Exercicio resolvido 01. A partir dos dados, determinar:
a) O tempo de voo (que, nesse caso, ¢ o tempo de queda) do projétil;

b) O alcance do projétil;

¢) O moédulo da velocidade quando do impacto contra o solo.

Resolucao

A Figura 8.10 ilustra a trajetdria parabolica e o ponto de impacto do projétil contra o solo.
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Figura 8.10: Tempo de voo, ou de queda, e o alcance.

As equacdes basicas deste problema foram determinadas no Exemplo 01. O quadro abaixo apresenta um
resumo das equacdes horarias para esse caso:

a =0 a,=-g=-10m/s*
v, =180m/s | v, =240-10¢
x(¢) =180z y(t)=765+2401 - 5¢>

e-Fisica e Instituto de Fisica ¢ USP



e-Fisica SRIFUSP

Ensino de Fisica Online Insituto de Fisica da USP

a) Determina¢io do tempo de voo ou de queda.
O tempo de voo ou tempo de queda ¢ o instante £ =7, ,no qual o projétil atinge o solo, ou seja, quando
y(t,) = 0. Portanto, recaimos no problema de determinar as raizes do polinémio de segundo grau:

0=765+240(r,)~5(t, )
O tempo de queda, é uma das raizes da equagio do segundo grau acima. Assim, sendo:
A=b* —4ac =(240)" - 4(-5)(765)=72.900
A rigor, obtemos duas raizes dadas por:

, _~bFJA _ 2407270
4 2a -10

Donde, aparentemente, temos duas possiveis solucdes: t;] =-3s5¢€ t; = 51s.No entanto, adotando-se o instante
de tempo inicial igual a zero, a inica solucio possivel é aquela de sinal positivo. Assim, devemos escolher 7, =51s
. A raiz negativa ndo faz sentido, uma vez que estamos descrevendo o movimento para tempos posteriores ao
do langamento. Devemos, pois, considerar o tempo sempre positivo. Portanto, adotando o instante inicial nulo,

temos:

t,=t,, =5ls.

b) Determinacio do alcance.
O alcance ¢ a distancia que o projétil percorre, ao longo da horizontal, desde o instante de lancamento até

o instante de queda. De acordo com (8.33):
Alcance = x, — x,

Como, neste exemplo, x; = 0, o alcance corresponde a abscissa do ponto de impacto do projétil contra o

solo. Assim,
a=x,=180(51)=9.180m

¢) Determina¢io do médulo da velocidade de impacto.
As componentes da velocidade do projétil, em qualquer ponto de sua trajetéria, em funcio do tempo, sio:

v. =180m/s
v, =240-107
Logo, para t = 51 (instante em que o projétil impacta o solo), as componentes tém os valores:
v, =180m/s
v, =240-10(51)=-270m/ s
O sinal negativo de v indica que o sentido do movimento ao atingir o solo, ¢ ao longo do cixo y, ¢ para
baixo. O moédulo da velocidade nesse instante de tempo ¢ = 51 s,¢é:

v=/(180)" +(-270)" =324,5 m/s.

Exercicio Resolvido 8.5:

Um jogador lan¢a uma bola diretamente para cima (vide Figura 8.12), a partir de uma altura £ = 1,55m,
com velocidade inicial de 15m/s. Considerando-se o instante inicial t, = 0, e adotando-se o referencial de
acordo com a Figura 8.12, determinar:

a) As equagdes horarias e gerais do movimento;

b) O instante em que a bola atinge a altura maxima;

c) A altura maxima (h__);

d) O tempo de voo da bola.
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Figura 8.12: Lancamento vertical para cima.

Resolucao

a) Trata-se de um lancamento vertical para cima, ou seja, o angulo de tiro é. 0 = 90° A sua caracteristica é

Vo, = 0. O movimento da bola, em relacio ao referencial adotado, é unidimensional, vertical e para cima. Note

que, neste caso, 1 = Vo= 1,55 m.As equacoes horarias, nessas circunstancias, sio:

a =0 ay:—g:—lOm/s2
Vv, =V, =V,c0890°=0 | v =15-10¢
X(#)=x,=0 y(1)=1,55+15¢-5¢2

b) No instante (¢,) em que a bola atinge a altura maxima, sua velocidade ¢ nula. Impondo v, = 0, determi-

namos o valor desse instante 7 . Assim,
0=15-10t, = ¢ =1,5s

c) Tendo em vista que a bola atinge a altura maxima no instante # = ¢ = 1,5, basta substituir este valor na
equacdo da coordenada y, e obtemos:

B =1,55+15(1,5)=5(1,5)" =12,8m

d) O tempo de voo ¢ o intervalo de tempo em que a bola fica no ar desde o seu lancamento até atingir o
solo. Logo, impondo a condi¢io (¢ ) =0, e resolvendo a equag¢io resultante, determinamos ¢ =1 _.Assim,
Voo Voo

0 = 1,55 + 15tv00 - 5 (tvoo )2

cuja solugdo pode levar a dois resultados: ', =3,1s e #",  =-0,1s. Fisicamente, a resposta certa ¢ ¢' =3,1s. A

Voo

solugdo 7" ~=-0,1s deve ser descartada, pois, a partir do langamento, o tempo é sempre positivo. Portanto, a
bola colide com o solo 3,15 apds o seu lancamento.

Exercicio Resolvido 8.6:
Um macaco lan¢a um coco do alto de uma palmeira com velocidade v, = Sm/s, verticalmente para baixo,
de uma altura £ = 25,2m. Considerando o sistema de referéncia adotado na figura (8.14), determinar:
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a) O tempo de queda do fruto;
b) A velocidade com que o fruto atinge o solo.

Figura 8.14: Exemplo de lancamento vertical para baixo
Resolucao

As condig¢des iniciais do movimento (admitindo-se £, = 0) sdo:

Yo=h=252m e x,=0
Vo, =—5m/s e v, =0
Nessas circunstancias, as equagcdes do movimento sio:
a, =0 a,=-g=-10m/s*
V, =V, = 50890°=0 v =5-10¢
x(t)=x, =0 y(1)=25,2-5t-5¢

a) O tempo de queda ¢ determinado impondo a condi¢do )(Z,) = 0.Isso nos leva a determinar as raizes do
polinomio resultante. Tal polindmio do segundo grau é:

25,2-5(1,)-5(1,) =0
uma vez que A € positivo, ou seja;
A=b*—4ac=(-5) —4(-5)(25,2) =25+504 =529

Obtemos duas raizes reais e dadas por:

Donde, ¢ :—§:—2,8 set” :_—18=1,8 s.
! 10 10

q

Como o tempo de queda ¢ contado a partir do lancamento, sendo, portanto, sempre positivo, a solucio
procurada é 1" = 1,85, o que nos leva a concluir que o fruto atinge o solo 1,85 apds ser langado.

b) A componente vertical da velocidade pode ser determinada substituindo-se o tempo de queda 7= 1,8s,
na equacao horiria da velocidade. Obtemos:

v, = —5—10(1,8) = —23m/s(z —83km/h)
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Exercicio resolvido 8.7:

Consta que Galileu Galilei abandonou duas balas de canhio de massas diferentes, da sacada de um dos
ultimos andares da Torre de Pisa (Italia), para demonstrar que a velocidade de queda era independente da massa
das bolas. Se as bolas foram abandonadas de uma altura # = 45 metros, determinar:

a) O tempo de queda;

b) A velocidade quando do impacto da bola contra o solo.

Resolucao

\ 4

Figura 8.16: Queda livre da torre de Pisa.

Adotando-se os eixos cartesianos, conforme ilustra a Figura 8.16, considerando nula a resisténcia do ar,
usando g = 10m/s?, e considerando 7, = 0, as equacdes fundamentais podem ser assim escritas:

a,= —10m/s*
v, (t):—IOt (m/s)
y(t)=45-5 (m)

a) O tempo de queda 7 pode ser obtido por meio da equagio y(tq) = 0, pois, quando a bola atinge o solo,
a coordenada y € nula. Assim,

0=45-5(,) >, =+/9 =535

Sendo ¢ >0, descartamos a solu¢io associada ao tempo negativo. Portanto, em queda livre, a bola atinge o
solo depois de 3 segundos.

b) Para a previsio da velocidade de impacto contra o solo, usamos a equacao da velocidade. Nela substitu-
imos 7 =1, = 3s. Assim:

v, ==10(3)=-30m/s (~108km/h)

O sinal negativo indica que o movimento ¢ no sentido oposto ao da orientagio do eixo Oy. Para baixo,
como era de se esperar.

Exercicio resolvido 8.8:

Considere o caso em que a bola da Figura 8.17 escapa do tampo da mesa de uma altura 2 = 1,8 m do piso
com velocidade horizontal v = 2m/s. Determinar:
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a) O tempo de queda;
b) As componentes x e ¥ da velocidade no ponto de impacto;
¢) O alcance.

Resolucao

Primeiramente, vamos adotar um sistema de referéncia cartesiano e identificar as condi¢des iniciais do
movimento da bola. Consideraremos nula a resisténcia do ar e g = 10m/s>.

Figura 8.18: Lancamento horizontal com condicbes iniciais especificadas.

A Figura 8.18 ilustra a situagio em que, no instante £, = 0, a bola escapa da mesa. As condig¢des iniciais sio:

v, =2mls
Vo, =0
x,=0

Vo =h=18m

Nesse caso, adotando-se o sistema SI, as equag¢des horarias sio:

v, =v,, =2mls | v, =—10¢
x =2t y=18-5¢

a) No instante 7 = 7_a bola atinge o solo.Tal instante ¢ determinado pela condi¢io y(tq) = 0. Igualando a
zero a equagao da coordenada y e considerando apenas a raiz positiva, obtemos:

0=1,8-5(1,) —>1, :E:\/o,% ~0,6s

b) Para determinar as componentes x e y da velocidade, devemos substituir 7 = 7= 0,6 s nas respectivas
equagdes horarias. Obtemos:
v.=2m/s

v, = —10(0,6) =—6m/s

O sinal negativo indica que o movimento ¢ no sentido descendente, ja que foi adotado o referencial no qual
0 eixo y € orientado para cima.

c¢) O alcance ¢ a distancia que a bola percorre na direcdo horizontal. Conhecendo-se as abscissas do ponto
de queda e do ponto inicial, o alcance é dado pela diferenca:

a=x

queda xO

A abscissa do ponto de queda ¢ obtida substituindo-se 7 =7 = 0,65 na equagio para a abscissa x = 27. Assim,
x, = 2(0,6) = 1,2m . Portanto, como x = 0, o alcance assume o mesmo valor: 1,2m.
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Exercicio resolvido 8.9:

Uma bola de futebol, em repouso no gramado a uma grande distancia do gol, é chutada de forma a adquirir
uma velocidade de langamento v, = 25m/s e angulo de tiro 6 = 37. Considerando nula a influéncia do ar e a
aceleracao da gravidade g = 10 m/s*. Determine, a partir dos dados:

a) O alcance da bola;

b) A altura maxima que ela atinge.

Dados: c0s37°=0,80 e sen37°=0, 60.

Resolucao

Primeiramente, vamos adotar um referencial cartesiano com o eixo Ox horizontal acompanhando o grama-
do e o eixo 0y no ponto onde a bola se encontra em repouso (vide Figura 8.19).

Figura 8.19: Langamento a partir do solo.

Assim, as condigdes iniciais (£, = 0) e as equagdes fundamentais sio:

0 Yo =0
Yo = Vo, = 255enb =25x0,6=15m/ s
Vo, =25¢080=25x0,8=20m/s
M(t) = 15t — 5¢2
x(1) =20t

v, (1)=15 - 10z

Conhecidas as equacdes horarias, podemos responder facilmente aos quesitos solicitados.
a) Como nesse caso x, = 0, alcance ¢ o valor de x para f = 7. O tempo de queda ¢ obtido impondo a
condicio y(tq) = 0. Portanto:

0=15¢, —S(zq)2

Donde inferimos que existem duas solucdes, a saber: ' =0 e ¢" =3s.
A primeira raiz refere-se a posicio da bola no instante 7, = 0;a segunda é o tempo de queda, que estamos
procurando. Assim, o alcance é:
x, =201, = 20(3) = 60m
b) No ponto de altura mixima (y__ = h

max max-

fazendo v, = 0, determinamos t ,ouseja,
0=15-10/, = ¢ =L5s

Substituindo esse valor do tempo na equagiao horaria para y(f), obtemos:

ymax :hmax :15(175)_5(1,5)2 :11,25’7’[

), a componente da velocidade na direcio Ox é nula. Assim,

e-Fisica e Instituto de Fisica ¢ USP



