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05 - Cinematica Vetorial

Exercicios Resolvidos

Exercicio resolvido 5.1

Determine o produto vetorial ¥ = Ax B, sendo A=10i+40; e B=30i-50, dois vetores pertencentes ao
plano xy (pois as componentes z sio nulas).

Resolucao:

Por meio do determinante, temos:
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Portanto, - - - . -
V:0-i+0-j+(—500—1200)k=—1700k
-50 o|@% 40 -
= y
10 A
B
30
xVY

Figura 5.4: Vetores AeB pertencentes ao plano xy. O eixo 0z, nesse caso, estéd “saindo” do plano do papel e é perpendicular
aele.

O produto vetorial ¥ = Ax B é ortogonal ao plano definido pelos vetores 4 e B; como eles estio contidos
no plano xy, o vetor V tem a direcio do eixo z. No caso, V= —17001;, ou seja, o seu modulo é 1700 e o seu
sentido, de acordo com o grafico (Figura 5.4), ¢ oposto ao sentido positivo do eixo 0z (portanto,“penetrando”
na folha do papel).

Exercicio resolvido 5.2

Dados os vetores ¢ =5 +6] e d =8i —5, determine:
a) o produto escalar ¢ -d.

b) o Angulo 0 entre € e d.

Resolucao:

a) Efetuando a Multiplicagio escalar dos vetores ¢ e d, tem-se:
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E-Z/:(s?+ 6}')-(8?—5}')
=5§-(8§—5}')+6}'-(8§—5}')

—40(7 1)+ 25(7-7) +48(77) -30(7-7)

J

Mas, (f-f):(]‘-]):l, pois, além de |i|=|j|, o angulo entre eles é 0° e cos0° = 1 (i '])z(]-f)zo, pois o

angulo entre eles é 90° e cos90° = 0.

Portanto:

(o3

d=40(i-i)+25(i-j)+48(j7)-30(j- /) =40-1+25-0+48-0-30-1=10
c-d=10

b) Da definicio de produto escalar =
ced =c-dcosH

Segue que o angulo entre dois vetores é dado pela expressio:

Al
QI

cosO =

)
QU

De acordo com os dados do problema, temos ¢ =+/5> + 6% = J61 e que d =,/8° -|-(_5)2 = \/@
Donde obtemos, finalmente:

cos0 =

C'Z: =0,136 > 6= arccos(0,136) = 82,2°
C

10
- (Vo1)(vs9)
Exercicio resolvido 5.3

Uma particula em movimento num referencial cartesiano ocupa posi¢des P(x, y, 2) com x = x(f),

y = y(f) e =z = z(f). No caso em que as coordenadas variem com o tempo (em unidades do SI) de acordo
com as expressoes:

x(t) =1
y(t)=10-2¢
z(t)=0

Determine:
a) vetor posicdo da particula em funcio do tempo;
b) as posi¢des e os vetores posi¢Oes nos instantes t = 0,1,2 e 35;

c) equacdo da trajetéria da particula.
d) o vetor velocidade a qualquer tempo
e) o modulo da velocidade no instante ¢ = 0.

Resolucao:

a) O vetor posi¢ao mais geral possivel, ¢ dado por

F(0) = [x(] P+[v(n)]7+[=( ]k
Substituindo as coordenadas em func¢io do tempo, obtemos:
F(r) = [2]i + [10 = 2¢2])

Como z(f) = 0, a particula move-se no plano xy.
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b) A tabela mostra os vetores posi¢des e as posicoes P(x, y, z) para os instantes dados:

0 7(0) = 07 +107 +0k P (0, 10, 0)
1 F(1)=17+87 +0k P(1,8,0)
2 F(2)=47+2j+0k P(4,2,0)
3 7(3)=97-8j+0k P(9,-8,0)

O grafico abaixo esquematiza a trajetéria num referencial cartesiano plano.

Figura 5.10: Vetor posicdo em diferentes instantes de tempo. O segmento em azul representa a trajetoria da particula.

Ele mostra que os pontos P que a particula ocupa pertencem a uma reta, ou seja, que a trajetoria da particula

é retilinea.

¢) Nesse caso (movimento no plano), a equacio da trajetdria pode ser obtida eliminando-se o parametro “

das equagdes x =2 ey = 10 — 2¢2. Como ?? = x, substituindo-o em y temos:

y=10-2(),

que ¢ a equagdo de uma reta no plano xy (Segmento em azul na Figura 5.10).
d) O vetor velocidade é obtido tomando-se a derivada de primeira ordem do vetor posicio em relagio ao

tempo:

Portanto,

@i (1) d(7). d(10-2¢).

”(t): = i+

dt dt

J

dt

V(1) =210 +(—41) ] =211 -4y

¢) modulo do vetor velocidade instantanea

b

O moédulo de um vetor cujas componentes sejam Vx, V¥ e Vz pode ser determinado pela expressio:

V= +(n) < ()

No caso em tela, Vx = 2¢, Vy = —4t e Vz = 0; logo,

v(1)=+/(21)" +(~41)’
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Portanto,

V(1) :(m)’ (s;m/s)

Donde se infere que para t = 0, a velocidade é v = 0.

Exercicio resolvido 5.4
As expressdes cartesianas dos vetores da base sio dadas em 5.19. Notamos que os vetores da base polar
(ép e ¢,) sio perpendiculares entre si. Com o movimento da particula, o angulo 6 muda com o tempo. O
mesmo ocorre com os vetores de base polares. Apesar de terem moddulo igual a 1, as suas dire¢des variam
com o tempo, pois ¢ = ().
a) Mostre que

de, do_
—_— = -
dt dt °
b) E que B
de,) do_
= e
dt dr

Figura 5.12: Vetores da base ép e éw num ponto P do plano. Um deles é tangente a uma circunferéncia que passa pelo ponto
P, enquanto que o outro é perpendicular a essa circunferéncia.

P}f 777777 é.
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Figura 5.13: Projecoes cartesianas dos vetores da base. O angulo (p € uma das coordenadas esféricas.

Resolucao:

B A dj
Os vetores i e j sdo constantes em relagdo ao tempo: — =—=0

dt dt
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O argumento das fungdes cos@ e sen@ varia com o tempo; logo, as suas derivadas em relacdo ao tempo sio
expressas como o produto da derivada da funcdo pela derivada do argumento. Assim,

de, d(coscp)7+d(sen(p)7 d(coso) d(p7+d(sen(p) do -
d . dr a7 de  dr do di’
d(P - d(P - d(P - -
—sen@—- |i +|cosQ— |j =—| —sen @i + cos
{ (pdl} { (Pdt}] dl[ ¢ @ |
O fator entre colchetes é a expressio cartesiana de €,. Portanto, conclui-se que,

de, do .
—=—0
dedt °

Consideremos agora a derivada do versor €, em relagao ao tempo. Com base na expressio 5.19 e lembrando
que os versores | e ; sio constantes no tempo, deduzimos que
de d(seng). d(coso). d¢

L =— i+ =—(-cosoi —sen @/
dr dr o eosel —sendl)

O ultimo termo, de acordo com 5.19, é —ép. Portanto,

d(e,) __do
dt dr °

O vetor velocidade é sempre dado pela taxa com que o vetor posicio muda com o tempo. Derivando a
expressdo: 7' =pé, com relagdo ao tempo e utilizando a regra da cadeia para a derivada do produto de fungdes,

temos:
de
g=dr _dps | 9% 5.34
dt dt °  dt

Derivando €, com relagio ao tempo, utilizando o resultado do exemplo 06 e a expressio 5.34, vemos que:

dF dp. do. 5.35
—=—¢ +tp—¢,
de dt dt
Assim, as componentes do vetor velocidade em coordenadas polares sio:
5.36
LA, _do
P dt P dt

v

As expressdes 5.36 ilustram, quando comparadas a 5.25, o fato de que vetores como a velocidade podem ter

diferentes coordenadas em diferentes referenciais.

Exercicio resolvido 5.5
O movimento de uma particula é descrito, em coordenadas polares, pelas expressoes:
p =2+ cosp
O =Tm.!
em unidades do SI. A partir dos dados acima, determine:
a) O vetor posi¢ao em coordenadas polares.
b) A velocidade em coordenadas polares.
¢) Quais as componentes polares da velocidade?
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a) Vetor posi¢ao
Como p =2 + cos@ e @ = m.f, obtemos 7 = (2+ cos m‘)ép.

b) Vetor velocidade em coordenadas polares.

Por defini¢io a velocidade é dada por:

V= %[(2 +cos Ttl‘)ép] = [%(2 + cosm)}ép +(2+cos nt)%[ép]

Efetuando as derivadas e utilizando o resultado do Exemplo 06, e lembrando que ¢ = m.z, tem-se que
V =(-nsennt)é, +(2n+ mcosmt)é,

c) Componentes polares
De acordo com a defini¢io das componentes polares, e da expressdo acima, resulta que:

Vp =—msenTt

Vw =27+ TCOS Tt

\

0

Figura 5.14: As coordenadas polares, bem como os vetores da base, variam com o tempo durante o movimento.

Exercicio resolvido 5.6

Unm satélite geoestacionario tem Orbita circular de raio R concéntrica ao globo terrestre e tem periodo
igual ao da Terra, ou seja, completa uma volta no plano que contém o equador terrestre em 24 horas.
Adotando um sistema de coordenadas polares (p, @) e considerando co=% ¢ a velocidade angular do
satélite, determinar (em coordenadas polares):

a) O vetor posi¢ao 7

b) A velocidade ¥

c) A aceleracio g

AY
\

Satélite
geostacionario

Figura 5.16: Uso do referencial polar na descricdo de movimentos circulares adotando a origem do referencial de tal forma a

fazé-lo coincidir com o centro da Terra.
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Resolucao:

O esquema da Figura 5.16 representa o movimento circular do satélite geoestacionario e as coordenadas
polares. Na Figura 5.17 apresentamos o referencial polar, constituido de dois vetores caracteristicos desse
referencial.

N 7/

Figura 5.17: Referencial polar: definido pelas coordenadas polares e pelos vetores da base.

a) Para um movimento circular, de raio fixo (p = R), o vetor posi¢io é dado por:

=N

=pe,=Re,

Observe que 7 varia com o tempo, uma vez que o vetor da base € muda de diregao no decorrer do
movimento.

b) A velocidade ¢é a taxa de variagio instantanea do vetor posi¢ao. Portanto,

o dr d, . d(R) _ de do _
v=—r=—(Rep)= ( )ep +R—E :04-R-—(pe(P
dr dt dt dt dt
Como, nesse caso, de — o, obtemos que a velocidade é dada por:
dt
v =(0R)e,

Por defini¢do, o vetor da base €, é tangencial a 6rbita. O médulo de V' € V' = ®R sendo, portanto, constante,
pois ® e R sdo invariaveis para o satélite geoestacionario.

c) A aceleracio vetorial é a taxa de variac¢io instantanea da velocidade:

= (0Re,) = (0R) 4 (2,) = (0R) ~ 225, |=-u'Re

Portanto, no movimento circular, a aceleracio vetorial é dada por:
- 2 -
as—-m Rep .

Logo, o mddulo da aceleracio é a = ®?R; sua direcdo é radial, ou seja, da reta que passa pelo centro da Terra
e pelo satélite, e a aceleragio é um vetor dirigido para o centro da drbita circular. Por isso, essa acelerag¢io é
também denominada aceleracdo centripeta.
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