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8 O Atomo de Hidrogénio

O modelo de Bohr para o 4tomo de hidrogénio, embora forneca valores corretos para as
energias dos estados atomicos e do espectro da radiagao emitida, nao pode ser correto do
ponto de vista da mecanica quantica, pois estabelece 6rbitas bem definidas para o elé-
tron, que certamente violam o principio de incerteza. A descricao correta deve ser obtida
resolvendo-se a equacgao de Schoedinger para um elétron sob a acao do potencial coulom-
biano V(r) = — 47:605. A solucao completa deve ainda incluir o “spin”, uma propriedade
relativistica do elétron, que classicamente é equivalente a uma rotagao em torno de um
eixo passando por seu centro. O spin é responsavel, por exemplo, pela estrutura fina dos
espectos atomicos, mas nao serd incluido nesta discussao.

O tratamento que vamos descrever, assim como o modelo de Bohr, pode ser aplicado a
qualquer atomo Z, com somente um elétron ligado (ion). Portanto vamos utilizar aqui a
energia potencial de um elétron em um nicleo com Z protons: V(r) = — ﬁ:jr. Também,
vamos considerar que a massa do nucleo é muito maior que a do elétron, de modo que o
CM do atomo coincide com o centro de seu nucleo. Isso é equivalente a usar, nas equacgoes,
a massa reduzida do elétron, u = %m, onde M é a massa do ntcleo e m a do elétron.

Vimos no capitulo anterior, a equacao de Schroedinger em 3 dimensoes, para a particula

em uma caixa cibica:

—h—2(8—2+a—2—|—8—2)\11(x zt) + VU(z,y,z2,t) = 'hQ\If t 8.1
2m axz 3y2 822 7ya ) 7y7Za) ? at ('Iayaz)) < . )

as derivadas parciais espaciais podem ser escritas de forma compacta, definindo-se o
operador Laplaciano: V2 = 88—; + a_;? + g—;:

R _, 0
—— VU U =ih—U
2mV +V ) BT

Para o caso do atomo de hidrogénio, e para todo problema envolvendo um potencial
central, € muito conveniente resolver o problema em um sistema de coordenadas esféricas:

x =rsinfcosy
y =rsinfsing

z=rcosf
pode-se verificar que o Laplaciano, em coordenadas esfericas pode ser escrito como:

r20r" Or’  r?sinf 06 90°  r2sin? 6 Op?

v’ =
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X

Figura 8.1: Sistema de coordenas esféricas

e portanto, a equacao de Schroedinger para o &tomo de hidrogénio, em coordenas esféricas
¢ escrita como:

219, ,0 o1 0 B 1 o Ze? 0
oo oY T ulEsmaae S0 - V=it

r2sin? 6 Op?

A parte angular dessa equacao pode ser expressa em termos do operador ﬁz, o modulo
quadrado do momento angular. Classicamente, o0 momento angular de uma particula ¢é
expresso como L=7x p. Em coordenas cartesianas, os componentes do operador para o
momento angular sao entao dados por:

- . N 0 0
L, = (yp.— zpy) = —ih(y Yo, ~ Z(?_y)
- R N 0 0
L, = (z2py, —ap,) = —ih(z % — xa)
. 0 0
L. = (apy —yp.) = (xa—y - y%)

escrevendo-se esses componentes em termos das coordenas esféricas, temos:
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8.1 Separacao de varidveis

A

L, = ih(sin go% + cot 0 cos gpai)
Y

A

L, = ih(— cos go% + cot 6 sin gp%)

L.= —ind
¢
e entao, 2=LL= f)i —i—[:; —1-12 Os operadores p, ﬁx, f/y e L, obedecem as seguintes
regras de comutacao:
[Le,L,) = ihL, , [L,,L.] = ihL,, [L.,Ly] = ihL, e [L?,L.] = 0.
Portanto, L? e L, podem ser determinados simultaneamente.
Em coordenadas esfericas, o operador L2 & escrito como:

1 0 0 1 02

2 .
il f—) 4+ —— ~
[sin 0 06 (sin 80) * sin? 6 8(,02]
e a equacao de Schroedinger para o d&tomo de hidrogénio, em termos do operador 1% ¢

dada por:

L*=—Th

R?19,,0 Ze? 1 . 0
- (U — G L*V = ih—V
2ur? 0T(r 87“) dmegr * 2pur? ot

8.1 Separacao de variaveis

A solucao dessa equacao pode ser encontrada empregando-se sucessivamente a técnica
de separacao de variaveis. Como o potencial nao depende explicitamente do tempo, a
parte temporal da funcio de onda sera e *FY/" ¢ podemos entdo escrever a equacio de
Schroedinger independente do tempo:

219, ,0 Ze?

Y29y L2 = EU
[ (/r ar 47‘(607’ (r’07gp) (T79’(10)

U(r,0

no lado esquerdo da equacao o termo entre colchetes depende somente de r e o operador
L? depende somente das varidveis angulares, pode-se facilmente verificar que a solucao para
U pode ser fatorada em dois termos:

U(r,0,p) = R(r).Y (6,p)

que substituido na equacao resulta em:
219 ,,0 Ze? R(r) »
Y(0,0)[——= = (r*=) — R —2L*Y(0,0) = ER(r)Y (0
(0,0 e 6)7,(7“ or) " Tmegr T+ Spur? (0,9) (r)Y (0,p)

multiplicando-se a equagao por 2ur?/h*RY e deixando somente o termo em L? no se-
gundo membro, temos:
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19, ,0R  2ur? Ze? IR
— (== E = [
ror o) T T T ) T Ry

portanto, como o lado esquerdo s6 depende de r e o direito de 0 e ¢, devem ser iguais a
uma constante. Por conveniéncia, como sera discutido posteriormente, vamos denominar a
constante de separacao de variaveis na forma L?. A equacdo para a parte radial da funcio
de onda serd portanto

d , L,OR(r), = 2ur? Ze?
o or )+ h? ( +47T€0T

" JR(r) = LR(7)

e a da parte angular, substituindo a expressao para o operador L2

1 d,. 0Y(0y) L 9*Y(0,p)
T T A e R

= LY (0,¢)

8.2 Solucao da parte angular da equacao

A solugao para a parte angular da equagao pode ainda ser separada no produto Y (0,p) =
O(0)2 ()

o d, . dO(h) 0 &’0(p) .,
“onaaa ) T ag ae — LOO2W)
multiplicando a equagao por sin®6/0(0)®(y), temos:
sinf d . dO(H) 9 . o 1 d*®(yp) )
@ @(Slnew)ﬁ—lz Sin 0:—6 dsp2 =m
a solucdo para ®(y) é imediata:
d*®(y) 2 im
d—gﬂ:_mq) :>(I)(Q0>:O€ ®

impondo-se a condi¢ao de que a fungio deve ser periodica, ®(¢ + 27) = ®(yp), resulta
que m deve ser um naumero inteiro (0, £ 1, +2,...). O termo em 6 pode ser escrito como:
d do(0)
3in @ — (sin
sin g 0(3111 7
Expandindo-se as derivadas, temos

)+ [L*sinf —m*O =0

2
sin? 0@ + sin 0 cos 0@ + [L*sin?0 —m?© =0

do? do
A solucdo para o termo em 6 é mais complexa. Vamos reescrever essa equagao, em
termos da varidvel z = cos. Chamando ©(#) = P(cos) = P(z) e usando 4 = —sinf-L,
e L= —cosf-L +sin®0-L; temos:
do? dx dx?? :
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d*>P(x) dP(x) dP(x)
.92 .9 . . . 2 .. 9 2 o
sin® f[sin QW — oS QW] + sin 6 cos ]—sin 6 T ]+ [L7sin®0 — m*|P(z) =0
ou, dividindo a equacdo por sin? #é:
., d?*P(x) dP(zx) dP(x) m?
sin? HW — o8 QT — o8 97 +[L? — 2 Q]P(x) =0
agora, substituindo cosf = z; sin?6 = 1 — 22, temos finalmente
d*P(x) dP(x) m?
11— —~L 4 20—~ 4 [ — P(x) =
(1=2) dx? o dx +1 1—.1'2] (z) =0

Essa é a chamada equacao associada de Legendre. S6 existem solugoes bem comportadas
para L? = [(I+1), onde [ ¢ um inteiro tal que — < m < [. Essas solugoes sao os chamados
polinémios associados de Legendre:

oy D g d
Pule) = (=" g

A solucao completa e normalizada da parte angular é normalmente reagrupada na forma
abaixo, conhecida como harmonicos esféricos:

(2% — l)l

(2l +1)(l —|m|)

|
* pl im
Tr( gt Lmlcos6)e™

Yim(0,) = (—1)m\/

8.3 Solucao da parte radial

Finalmente temos a equagao para a parte radial da equagao:

d , 4dR(r), 2ur? Ze?
— E R(r)=I(l+1)R
G ) S (Bt 47T€0T) (r) =1L+ 1)R(r)
ou
L2 dB0)y 2 22 )R 0
dr dr h? drtey 1 n

definindo f(r) = rR(r), o primeiro termo da equagao fica:

d

dR(r) d, ,d
—_— 7" —_—
dr

_ d df d df
dr )_%< dr

Jrofr) = P () w ) = ) ) = s

(r®
a equacao radial, em termos de f(r) entdo é escrita como:

d*f(r)
dr?

2u 2uze?  1(l+1) B
+ (h2 E+ 4degr r )f(r) =0
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Vamos proceder como no caso do oscilador harmonico e procurar a solugao assintética
para f(r). Quando r — oo essa equacao pode ser escrita como:

Eho(r) 2
‘ZT(T) + 25 Efa(r) = 0

definindo agora (£)? = —2

ligados, a energia total £ é negativa) a solugio serd fo(r) = e
procurar a solucao no limite » — 0:

E (lembre-se de que como estamos tratanto de estados
—or/2 - Agora podemos

P fo(r) 11+ D 4 =0

dr? r

cuja solucdo é fo(r) = 71, Portanto a forma geral de f(r) serd r'*'e=*"/2G(r), onde
G(r) dever ser um polinémio de modo a preservar os limites assintoticos. Pode-se mostrar
que para que isso aconteca, deve-se impor a seguinte condi¢do sobre os valores de a (ou
. . L 2uZe? . A . ‘ ~ .
seja, da energia E).—“—Woh%é =n=j+ 1+ 1. Os polinomios G (r) sdo conhecidos como os
polinémios associados de Laguerre:

fjl(r) _ efar/2T1+1Gjl (T’)

. 2 2 , . ~
Pode-se verificar que E, = 15— onde ay = ==— é o raio de Bohr. Essas solucdes
2,uaon 2mee

podem também serem expressas em termos da fungao original R(r) como:

20620

Rn — ,—Zr/nag
() = 7o G

onde o parametro n se relaciona com o [ e m como:

n=123,..
1=0,12,.n—1
m=—l,—1+1,..0,..0—1]

8.4 Funcoes de onda e distribuicoes de probabilidades

Portanto as funcoes de onda para o a&tomo de hidrogénio sao

\Dnlm (Taeagpvt) = Rnl (T)Yzm(&gp)e_iEt/h

Essas funcgoes, excluido-se o termo em t. para valores pequenos de n,l,m sao dadas por:
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8.5 O momento angular no atomo de hidrogénio

1 Z — 47T/ aQ
Uiy = ﬁ(a_)gﬂe Zr/ao
0

L Z 5 r

i} - = 9_ 6—7“/2(10
200 4+/2m Qg ( a0>
1 A r
U = 232 ) e/20 cos
210 4\/%(CL0) (aO)
1 A r .
N = — ()32 ) 20 gip Pet¥
2 821 ao) Clo)
1 A .
Vo = (_)S/Q(L)B_T/%O sin fle™"”

821w ag ap

Por razoes historicas, usa-se a nomenclatura da espectroscopia (desenvolvida no século
XIX), para classificar os estados correspondentes a essas fungoes: s - sharp, p - principal,
d - difuse, e continuando-se com as letras do alfabeto (f,g,h,...). s corresponde a l =0, p a
[ =1 e assim por diante.

’ n,I,m \ notacao ‘
1,0,0 1s
2,0,0 2s
2,1,(-1,0,1) 2p

3,0,0 3s
3,1,(-1,0,1) 3p
3,2,(-2,...,2) 3d

As distribuigées de probabilidade de se encontrar o elétron entre r e r + dr, Py(r)dr,
sao dadas por:

Py(r)dr = ;l(T)Rnl(’r’)TQdT

j& que os harmonicos esféricos sao normalizados ( [ Y} Vi, sinfdfdy = 1). Py(r) pode
ser visto na figura 8.2, para os primeiros valores de n e [.

As distribuigoes de probabilidades em funcao de r,0,¢, dadas por |¥(r,0,0)|?dV , para
alguns valores de n,l,m sao vistas na figura 8.3.

8.5 O momento angular no atomo de hidrogénio

As funcoes de onda do atomo de hidrogénio, sao obviamente autofuncoées do operador
hamiltoniano:

H\Ifnlm = (T + V)\Ijnlm = Enanlm

mas sao também autofuncoes do operador L? 0 modulo quadrado do momento angular:
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3
Rlc
N 2
1
I ! ! |

20 5 10 15
rfao rlag

-

O = 3w B ow

0.8
3 0.6
qu 2+ @ 0.4 Rzu
! A o2
0 L 1 ! o 5, | |
H 1 20 0 N—"10 15
rlay rla,
I
2y 06|
- 04 |- Fa
| 1 Z\ 02
0 1 1 1 d 1
[ 5 1w 15 20 o9 s 10 15
rlay e rla,
. 3r 03
0 2 b @ 0.2 Ry
t- 0.1
0 T | 0.0 5, .t —
15 Ne—" 10 15
rfn._, rlay
3 03l
P,
o2 02
1 ol -
0

L
25 og 5§ T

r.f a9 riay

03
0.2 Ry
0.1
1 B R—

ou 5 10 15
rlay

w
(=T R R T

Figura 8.2: Distribuigbes de probabilidade P, (r) e as correspondentes fungdes de onda
radiais Ry, (r).

Z-/Q‘I]nlm = h2l(l + 1)\Ijnlm

bem como do componente L, do momento angular, cujo operador é L, = —ih%:

_Zhi Vot = hm\pnlm
O

Como a energia de um estado s6 depende de n, estados com mesmo n e [,m diferentes tém
mesma energia. Diz-se que sao estados degenerados. E lembrando que as transicoes entre
estados devem obedecer a regra de selecao Al = +1 (conservacao do momento angular, ver
oscilador harmonico), o diagrama de niveis de energia e as possiveis transi¢oes entre eles
sao vistas na figura 8.4.

Um estado atomico tem portanto F, L? e L, bem definidos (constantes) representados
pelos nimeros quanticos n, [ e m. O momento angular total L néo pode ser constante.
Como L =7 X p, se L fosse bem definido, entao 7 e p'também o seriam, violando o principio
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. From: http://pcgate.thch.uni-bonn.de/tc/people/
I=1 p—orbitals hanrath.michael/hanrath/HAtomGifs.html

® 2w

200 211 210 211
- -

® B 2SS Nw

300 a11 310 311 322 321 320 321 322
T 2260

® ®ZE) D=2

400 411 410 411 422 421 420 421 422

[=3 forbitals ”a “%‘ “
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[=2 d-orbitals

Figura 8.3: Distribuicoes de probabilidade para os varios estados com n=1,2,3 4.

p im0  l#l (=3 =3 =4

»

Figura 8.4: Diagrama de niveis e transicoes no 4tomo de hidrogénio.
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Figura 8.5: O vetor L precessiona em torno do eixo azimutal z.

L/ 2

2
y
0 5
X -1
3 & -2

Figura 8.6: Direcoes de L para diferentes valores de L.

de incerteza. Como L = hy/l(l 4+ 1) e L, = mh sado constantes, temos o correspondente a
visdo classica do vetor L precessionando em torno do eixo z, como visto na figura 8.5.

Essa precessao mostra que, para m # 0, a distribuicao de probabilidade da carga ele-
tronica estd girando em torno de z, produzindo assim um campo magnético, na analogia
classica. Isso pode ser associado as propriedades magnéticas dos materiais. Por isso, o
ntimero atémico m é também chamado nimero quantico magnético. Na mecanica cléssica,
no problema equivalente (por exemplo, planetas em torno do sol), o momento angular é
conservado e esta sempre na direcao de z, perpendicular ao plano orbital. Note no limite de
grandes niimeros quanticos, o valor maximo de m faz com que a direcao de L se aproxime
cada vez mais do eixo z, fazendo, nesse limite, L= L.k e portanto constante.

8.6 Spin e Probabilidades de Transicao

O 4tomo de hidrogénio descrito nas segoes anteriores estd incompleto, nao inclui uma
propriedade muito importante do elétron que é o spin. Spin é uma palavra da lingua
inglésa que significa girar. O elétron, bem como todas as particulas elementares, tem
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Figura 8.7: Acoplamento LS

essa caracteristica, que aparece quando se inclui os fundamentos da relatividade restrita
a equacao de ondas, que é conhecida como FEquacao de Dirac. Embora a equagao de
Schroedinger nao seja relativistica, o spin do elétron, no tratamento para o atomo de
hidrogénio pode ser incluido explicitamente. Isso estd muito além dos objetivos dessa
disciplina e sera desenvolvido em detalhes em disciplinas mais avancadas. O spin do elétron
tem valor determinado pelo nimero quantico s = % A inclusao do spin, faz com que o
momento angular total do elétron nao seja determinado apenas pelo termo relacionado ao
momento angular orbital (1), mas resultante de deu acoplamento com o termo do momento
angular de spin. Se o momento angular orbital tem projecoes na direcao do eixo z dadas
pelo niimero quantico m que tem valores de —[ a [, 0 momento angular intrinseco (spin)

pode ter projecoes s, = :I:%. H& uma interacao entre o spin e 0 momento angular orbital,

que tem a forma fg, o que determina o momento angular total j do elétron, como visto na
figura 8.7.

Outra particularidade muito importante dos atomos, que nao aparece na descricao sim-
plificada que vimos, sao as transicoes entre estados eletronicos. Os estados eletronicos no
atomo de hidrogénio obtidos com a solucao da equacao de Schroedinger sao estacionarios:
As densidades de probabilidade de se encontrar o elétron num dado elemento de volume,
dadas por |¥(r,0,0,t)|> sao constantes, nao dependem do tempo. Entdo, um elétron, se
colocado num desses estados, permaneceria ali para sempre. Isso é consistente com a re-
lagdo de incertezas entre energia e tempo: AFE.At > g Como os estados atomicos que
obtivemos tém energia bem definida, AF = 0 e portanto At, o intervalo de tempo em que
se observa esse estado ¢ infinito. Entretanto, sabemos, experimentalmente, que o elétron
vai passar continuamente, dos estados de maior energia, até chegar no estado fundamental,
com n,Im iguais a 1,0,0. Como isso acontece, s6 pode ser explicado com muito mais do
que apresentamos aqui. Podemos, entretanto, dar indicagoes do mecanismo envolvido.

Vamos imaginar que um atomo de hidrogénio, num dado instante, estd com seu elétron
no primeiro estado excitado, Wy;0. Entao, um campo elétrico externo, oscilando com
frequéncia w = (Ey — E1)/h, onde Ej & a energia do elétron no estado excitado e £} a no
estado fundamental, passa a interagir com o atomo. Para resolver esse problema, teriamos
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Figura 8.8: Emissao estimulada de radiacao

de incluir, na equacao de Schroedinger, um outro termo de energia potencial, devido a
interacao do campo externo com o elétron. Este é um problema muito mais complicado,
principalmente por que agora o potencial depende também do tempo. Pode-se avaliar
que o efeito desse campo serd o de fazer com que o elétron responde a ele, oscilando na
mesma, frequéncia. O resultado, que pode ser avaliado & partir do equivalente na fisica
classica, é que ha uma ressonancia: A frequéncia do campo externo é exatamente igual a
da radiacao que o elétron emite quando faz a transicao entre esses dois estados. Na solucao
da equagao se Schroedinger para essa situagao, teriamos algo como o elétron em um estado
que corresponde a uma mistura de estados estacionérios, como os que obtivemos. Por
exemplo, numa simplificagao:

—if2y —if1y
U(r,0,p,t) = Poyo(r,0,0)e "7 " + Dygo(r,0,0)e "

Agora, a probabilidade de se encontrar o elétron numa dada posi¢ao sera dada por:

(W% = (W50+U00). (Wa104+Wi00) = [Paro]>+|Proo|*+€" 72 FPVNDE) Dot~ (B2 FUHRDY Dy

e portanto a densidade de probabilidade oscila com frequéncia w, e assim emite o fo6ton
com energia hw e passando para o estado fundamental. Note também que esse ¢ um
processo ressonante, a frequéncia de oscilacao do elétron é a mesma do campo externo.
Pode-se mostrar que, na visao classica, a onda eletromagnética irradiada (o foton) estéd em
fase com o campo externo. Esse campo externo pode ser, na pratica o campo associado a
um outro foéton (emitido por um outro a&tomo de hidrogénio fazendo a mesma transicao).
Portanto os dois fétons estarao em fase. Diz-se que o féton que passa proximo ao dtomo
que decai o estimula a decair. Se muitos atomos de hidrogénio fazem esse mesmo processo,
temos o que é conhecido como um LASER (sigla para Light Amplification by Stimulated
Emmission of Radiation).

A eletrodinamica quantica mostra que, mesmo sem o estimulo externo, ha sempre campos
oscilantes no 4tomo, que permitem a transicao expontanea de um estado excitado para
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outro de menor energia. Como esses campos agem tanto no elétron quanto no préton
do ntcleo, em primeira aproximacao, elétron e proton formam um dipolo elétrico. A
probalidade de transicao de um estado inicial para o final, pode ser obtida calculando-se o
chamado elemento de matriz para o dipolo elétrico atéomico, entre os estados inicial e final.
O operador dipolo elétrico é dado por: D = e = eF. Portanto

<D>= / Ui DVdV = / U (er) W, dV (8.2)
calculando essas probabilidades com a funcao de onda da equacao anterior, para cada

combinagao de estados iniciais e finais, obtém-se as regras de selecdo para o decaimento
entre diferentes niveis:

Al=1,Am=0,+1
8.7 Exercicios

1-) Mostre que ®(p) = cosmy e P(p) = sinme também sdo solu¢oes particulares
para o termo azimutal da equacao de Schoedinger para o 4&tomo de hidrogénio. Essas sao
autofuncoes do operador L.?

2-) Calcule a posi¢ao em que a densidade de probabilidade é maxima para o estado
n = 1. Compare o valor obtido com o raio de Bohr.

3-) Calcule o valor esperado < V> da energia potencial do estado fundamental do atomo
de hidrogénio. Mostre que, no estado fundamental, ¥ =< V > /2, onde E ¢é a energia
total desse estado. Use a relacao £ = T + V para calcular o valor esperado < T > da
energia cinética no estado fundamental e mostre que <7 >= — <V > /2.

4-) Uma particula de massa m estd presa a uma haste rigida de massa despresivel e
comprimento R, e gira em torno da outra extremidade da haste. a) Escreva a expressao
classica para a energia total do distema, em termos de seu momento angular total. b)
Mostre que a equacao de Schroedinger para esse sistema é —zg—j%‘g = ih%—%’, onde I = mR>?
¢ o momento de inercia e ¢ a variavel angular. c¢) Encontre sua solu¢do e compare com
a obtida para a particula livre em uma dimensdo. d) Calcule < L > e < L? >. Qual a
incerteza em L7 Qual a incerteza em ¢?

5-) Mostre que o valor esperado do componente z do momento de dipolo D (eq. 8.2) s6
é diferente de zero se m; = my.
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