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7 Aplicacoes da Equacao de
Schroedinger

7.1 Particula Livre

A equagao de Schroedinger para uma particula livre é obtida fazendo-se V(z) = 0 para
todo o espaco:
—h? d? d?

A — - _ 2 2
v dxzklf(x) EY(z) ou d$2\D(x) kU (x), k

Solugoes para esta equacao sao bem conhecidas:

2mE

U (z) = cos kx, sin kx, ou e

A solugao geral corresponde a uma combinacao linear de duas solugoes, por exemplo:

U(r) = Ae™ 4 Be 'k

A solugao da equacao de Schroedinger dependente do tempo sera portanto:

\I/(.I,t) — Aei(kxfwt) _i_Befi(kx%»wt)

O termo e‘**=%!) descreve uma onda viajando no sentido de x positivo e e~

sentido oposto. Ondas desse tipo sao chamadas ondas planas. Portanto uma particula
livre com momento linear positivo sera representada pela fungao acima fazendo-se B=0. O
valor esperado para a medida do momento dessa particula é dado por:

kz+wt) no

+o00 +o0 +o0
<p>= / U pWdr = / A*e_i(kx_m)(—ihag)Aei(kx_w”dx = hk / U Udr = hk
_ X _

o0 —00 [e.e]

pois sendo a funcao de onda normalizada, a tdltima integral acima deve ser igual a 1.
Portanto:

<p>=hk=h

Z;nE =V2mE

como esperado. Fazendo-se calculo andlogo para a funcao correspondente & particula ca-
minhando no sentido de x negativos (A=0), obtém-se < p >= —v/2mkFE. Com relagio ao
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valor esperado para a posigao da particula, note que |¥|? = U*U = A*A = cte.. Por-
tanto a probabilidade de encontrar a particula em qualquer intervalo x, x-+dx é a mesma,
conforme previsto pelo principio de incerteza. A normalizacao da funcao de onda de uma
particula livre traz alguma dificuldade formal, uma vez que fj;o U*Wdr = oo. Do ponto
de vista operacional, isso pode ser contornado, pois todo calculo pode sempre ser reali-
zado com a normalizagdo explicita, fazendo-se uma razao de integrais, onde a constante de
normalizacao A é cancelada. No caso do momento linear que vimos acima, teriamos, por
exemplo:

[PV [UWdr
P evdr v -

Particula livre no espaco todo é uma situacao idealizada que nunca ocorre. Um proton
acelerado pelo Pelletron, por exemplo, corresponde a uma particula livre desde a saida do
acelerador, até o coletor de feixe (copo de Faraday) na camara, no final da canalizacao
em alto vacuo, ou seja, uma distancia da ordem de 30 m. Para distancias dessa ordem, a
incerteza no momento do préton devido as limitacoes do principio de incerteza é desprezivel
e a funcao de onda da particula pode ser aproximada por uma onda plana.

Uma particula livre para qual a incerteza na posicao nao é muito grande pode ser des-
crita por um “pacote de ondas” (superposicao de muitas ondas planas). Entretanto, as
dificuldades matematicas para se tratar fungoes desse tipo sao muito grandes e além disso,
como ja vimos, & medida que o tempo passa, aumenta a incerteza na posicao da particula
devido a incerteza em sua velocidade e o pacote continuamente se alarga.

7.2 Potencial Degrau

Vejamos agora outra situagao bastante simples, como a de uma bola de bilhar em uma
mesa. Em toda a extensdo da mesa, a bola esta sujeita a um potencial constante (nulo),
mas na borda ela encontra repentinamente um potencial maior. Imaginando que a bola
consiga subir a barreira (uma rampa, como na figura 7.1b), ela precisa ter uma energia
cinética maior que mgh, onde m ¢ a massa da bola e h a altura da rampa, para passar a
se mover no nivel mais alto. Esquematicamente, isso pode ser representado pelo potencial
degrau (imaginando que o nivel mais alto continue indefinidamente):

Vamos chamar de I a regido onde o potencial ¢ nulo (x<0 “na mesa”) e de II a regiao em
que o potencial é maior (x>0 “sobre a rampa”).

7.2.1 Caso E < Vj:

h* d*® d*® 9 5  2mE
r<0 T omdz? U =~k ®; by = 72
h* d*® 2 2m(Vy — E)
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Regiio IT

Regido 1

(ay

/7 (b)

Figura 7.1: Potencial degrau e o equivalente fisico gravitacional (rampa)

solucao:

r<0: & (x) = Ae™*  Be~hre

x> 0: $y(x) = Ce 2" + Deh>”

Impondo agora as condig¢oes para que a solugao da equagao de Schroedinger tenha signifi-
cado fisico:

@(x),g—i’ devem ser finitas
®(x),52 devem ser continuas
®(xz),922 devem ser univocas
com isso devemos impor D=0 para que a fun¢ao seja bem comportada no infinito. Para

a continuidade da funcao devemos impor, em x=0:

$,(0) = Do(0) = A+ B =C

d;{;l |x:O: Aikleiklx - Bikle_iklw |x:0: 2]{;1 (A — B)
d_xQ |$=0: _Ck2€_k2$ ’x:(]: _Ckfg

A+B=C
A—B=iCg
k k
(4): C(14i2) =24 = A:€(1+i—2)
]{31 2 kl
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<_) C(l _Zk—?) =92B = B = E(1 _ Zk_j)
(I)(]J) _ % [(1 +i%)eik1m + (1 _ Z'i_i)efiklm <0
C’e—k’zx T 2 0

Na regiao x<0, a solucao da equacao de Schroedinger dependente do tempo pode ser
escrita como:

\If(x’t) = (I)(x)efiwt _ Aei(kmfwt) + Befi(klyrwt)

onde o primeiro termo corresponde & onda incidente (caminhando da esquerda para a
direita) e o segundo a onda refletida (direita para a esquerda). No caso de particulas livres
como este, a interpretacao do médulo quadrado da funcdo de onda é mais claramente
associado a um feixe paralelo e de densidade uniforme de particulas de mesma energia.
U*Wdz corresponde neste caso ao nimero de particulas (ou a fragdo das particulas) entre
x e x+dx. O fluxo de particulas na direcao da onda, ou seja o nimero de particulas
que atravessa uma certa posicao por unidade de tempo é dado pelo produto de V*W pela
velocidade das particulas. O Coeficiente de reflexao é portanto dado por:

Y, B*B

uma vez que v, = v;. Substituindo-se os valores de A e B em termos de C, ke ko,
encontra-se R=1, em pleno acordo com a previsao da mecanica classica. Para z > 0,
U = O*Ce 2k2% Nesta regido, temos £ < V e portanto a energia cinética seria ne-
gativa. Classicamente esta é uma regiao proibida para as particulas. Do ponto de vista
quantico, pode-se encontrar a particula nesta regiao, sendo cada vez menos provavel encon-
trar a particula quanto maior o valor de x. A penetracao da particula na regiao proibida
(por intervalos de tempo muito pequenos) é possivel devido o principio de incerteza. Du-
rante um pequeno intervalo de tempo, a energia pode nao se conservar. A profundidade
da penetracao também é muito pequena e pode ser caracterizada pela distancia em que
a probabilidade cai para cerca da metade de seu valor em x=0, correspondendo a uma
penetracao da ordem de 1/ky = i/\/2m(V, — E).

E facil verificar que a solucdo geral (incluindo a parte temporal da funcio de onda),
corresponde a uma onda estacionaria. Para isso, vamos escrever a solucao para x < 0 em
termos de senos e cossenos, substituindo e?*'* = cos kyx+i sin kyz e chamando o = (1—1—2’%):

P(r) = b [a(cos kyx + isinkyz) + a*(cos kyx — isinkyz)| =

k
=Ccoskix — Ck:_2 sin k1 x
1

A funcao de onda completa é obtida multiplicando-se a funcao acima pela parte temporal
e~ com w= E/h:
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Figura 7.2:

U(z,t)=C [cos kix — %Sin klx} et

1

Note que temos o produto de uma funcao que depende somente do tempo por outra
que depende somente da posicao, correspondendo portanto a uma onda estacionaria. A
densidade de probabilidade de encontrar a particula no espaco (|¥(xz,t)|°) ndo depende do
tempo:

I 2
W (z,t)|* = |®(z)]* = C*C (cos kix — k:_2 sin klx)

1

O gréfico da densidade de probabilidade, incluindo a regiao x > 0 é visto na figura 7.2.

7.2.2 Caso F >V

' . 2mE
r<0: & (z) = Ae™* 4 Bem k1w |2 — 7;;2
, : om(E — Vi
x>0 Oy(x) = Ce™” 4 De 2w |2 = w

Considerando a situagio inicial de uma particula (ou feixe de particulas) vindo da esquerda
(—o0) para a direita, temos D = 0, pois nao ha particulas vindo de +oo. Aplicando as
condicoes de continuidade de ® e sua derivada em =0, temos:
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% |le=0= % lz=0 = (A—B) = C%
C ko
cA=—(1+-—)(—)B=
(4 A= S+ ()
As funcgoes de onda sao:

i) = § SO+ BT+ G0 = e paras < 0
Ce*2® para x > 0

Fazendo C = F kff},@ onde F é uma constante arbitraria e incluindo a parte temporal da

funcao de onda, temos:

Fei(lﬂx—wt) + Fﬁi;ﬁ; e—i(k’w:-i—wt) parax < 0
\I/((I),t) = F 2k1 ei(kzzx—wt)
k1+k2

O primeiro termo da func¢ao para x<0 corresponde portanto a onda (fluxo) incidente e
o segundo a onda refletida, este sem equivalente classico. O coeficiente de reflexao é dado
por:
R— vB*B o (k’l - k’g)2
vA*A (k’l + k2)2
Para x>0 s6 ha, obviamente a onda transmitida, pois nao ha nada que possa refletir as
particulas transmitidas. O coeficiente de transmissao é definido como:

T — ’UQC*C B Vo ( 2]’6’1 )2

v A*A N U_l k1 + ko
sendo v; a velocidade das particulas incidentes e vy a das particulas transmitidas:

_pl_hk1_ _p2_hk2
V= —=—5 Vg = — = ——
m m m m
portanto
p_ke 2R kb
- k’l (k’l + k’2>2 N (k?l + kz)z
Note que:

4k ko (ky — ky)? _q
(ky + k)2 (kg + ko)2
Os coeficientes de reflexdo e transmissao podem ainda ser escritos em termos de E e V:

T+R=

2

Vo
1—/1-%

E
R=1-T=|—""———| para —=>1

H_ Vo
1+ -7
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E
R=1-T=1para — <1
Vo
Note também que a reflexao ocorre da mesma maneira quando a particula vem de uma
regido com potencial constante e “cai” numa regido de potencial menor (ou nulo). O
fendomeno de reflexao descrito acima é devido basicamente a passagem abrupta da particula
de um potencial para outro. Este tipo de reflexao j& era conhecido na 6ptica, quando a luz
passa, perpendicularmente entre dois meios com diferentes indices de refracao.

7.3 Barreira de Potencial

Este é um dos problemas simples para o qual podemos resolver analiticamente e cuja solucao
traz em evidéncia fenomenos muito interessantes, com aplicacoes em muitos problemas
fisicos, como o tunelamento quéantico, também conhecido como penetragao de barreira.
Consideremos uma, particula, vindo de x = —oo em direcao a barreira de potencial vista
na figura 7.3, definida por:

Voparal <z < a
0 para x fora deste intervalo

V(z) = {

iﬁl?.

0

Figura 7.3: Barreira de potencial de altura V,

7.3.1 Caso F >V,

Consideremos agora o caso de uma barreira de potencial, ou seja a particula se move sob
acao de um potencial nulo, exceto numa pequena regiao, entre x=0 e x=a, onde o potencial
é constante e igual a V,. Definindo como I, IT e TIT as regices x < 0, 0 <z < aex > a,
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respectivamente, as solucoes da equacao de Schroedinger independente do tempo nessas
regioes sao:

P, (x) = Ae?t1® + Be~ k1T (3 < 0)
O3(x) = Ce™® + De=™® (1 > a)
y(z) = Fetk2® + Ge 2 (0 < x < a)

Nao ha ondas vindo de +00 — 0 e portanto D = 0

{ A+B=F+G (9,(0) = 5(0)) @
ki(A—B) = ky(F — G) (22 o= 22 |,)

dx

Feikza + Gefikza — Ceikla (b>
kQ(FeikQG _ Ge—ikga) — k.lceikﬂl
de( a):
ko ko
2A=F(1+ G(1—-—
1+ +6a-3)
2B = F(1— "2y qn+ 2
ky ky
de (b):
ikaa ik1a kl i(k1—k2)a kl
2Fe™ = Ce™(1+ —) ou2F = Ce"™ ™Y1 + —)
k’g k2
2Ge —ikoa __ — (e zkla( . k ) 2G = (¢ k1+k2)a(1 . ﬁ)
]{?2 k?
C k k C k k
2A — i(k1—k2)a 1 1 1 2 i(k1+k2)a 1— _1 1 — _2
SR 1+ )+ Fe (1= (1 - )
_ C (ei(krkz,)a(kl Fk)? — eilhrthagp g 2) =
2k ks
C’eikla . .
— 2k1k2 (e—zk2a<k1 + k‘2)2 . ezkga(kl o /{32>2)
A eiklaef’ikza ) ((kl _|_ k:2)2 _ 62’ik2a(k1 _ k2)2)
S = = ]f k2_ 22k2ak_k2: i i
C =y (k) = Rk — k) Lk epe—Trag—ihaa
Coeficiente de Transmissao (velocidades sao as mesmas antes e depois da barreira):
T=5%5
AA [(ky + ko) — (Fy — ko)?e®™29)[(ky + ko)? — (ky — ko)2e™2R20)
cC 16k2 k2 B
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(]{71 + k2)4 — (]{31 + ]{72)2(161 — ]{32)2(€2ik2a + 672%2@) + (k?l - k2)4

16k2k2

(k’l + k2)4 + 4(]{7% — ]{?%)2 SiH2 k?ga — 2(1{3% — k%)Q + (k?l — k2)4
16k2k32
fazendo k; = ki1 + ko e kg = k1 — ko, temos:

A*A k= 2B2KD 4 k) + Ak — K3)2sin® koa (K2 — K3)? + 4(kT — k3)?sin*koa

cxC 16k2k3 16k2k3

16KTRS +4(EE — ZEE + ) sin’ hea

16k2k32 B

. (27?—2‘/")2 sin? kqa sin? koa
o 2mE 2m(E—Vy) E(E _
45 = A

Portanto,

Reye

T
A*A

-1
sin® kya
1)

+ FE (FE
477, -

7.3.2 Caso F <V,

Neste caso, classicamente toda particula serd refletida ao bater na barreira. As funcoes
de onda para as regioes I e III sao idénticas as do caso anterior, sendo que na regiao Il a
solucao da equacao de Schroedinger seré:

Uy(z) = FeM™ + Ge™* ky = \/2m(V, — E)/h

Novamente, como nao hé inicialmente onda vindo de +oo, temos D=0. O procedimento
algébrico para a obtencao dos coeficientes das funcoes de onda é anadlogo ao do caso anterior,
trocando-se iky do primeiro caso por ko. O coeficiente de transmissao serda dado por:

T

1 —
_ C*Cvz ) (ek2a — g=h2a)2 _ sinh? kya
A Ay 162 (1— &) B 1E1-£)

se kea>>1, a expressao acima pode ser aproximada por:

E E

T~16—(1—-—

Vo( Vo

A figura 7.4 mostra a densidade de probabilidade U*W para as trés regioes. Na regiao

I, a superposicao da onda incidente com a refletida, de mesmo comprimento de onda,

>€72k2a
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resulta num padrao de onda estacionaria. Na regiao Il temos uma exponencial decrescente
e finalmente a onda transmitida, sendo uma onda plana, correspondera a uma densidade de
probabilidade constante nesta regiao. Este resultado mostra que uma pequena parcela das
particulas incidentes, consegue atravessar a barreira. Novamente isso é uma consequéncia
do principio de incerteza, que permite que a conservacao de energia seja violada por um
intervalo de tempo muito pequeno, enquanto a particula atravessa a barreira.

W*(x, OW(x, 1) Qualquer ¢

Figura 7.4: Densidade de probabilidade - barreira de potencial, E<Vo

Como a particula nao tem energia para ultrapassar a barreira “por cima’”, este processo
é chamado de tunelamento. Varios processos que ocorrem na natureza dependem deste
fenomeno. Um dos mais importantes ¢ o da fusao de dois prétons no interior do Sol, o me-
canismo béasico de producao de energia nesse tipo de estréla. A energia cinética decorrente
da temperatura do Sol é insuficiente para vencer a barreira de repulsao coulombiana entre
dois protons. Somente uma pequena fracao dos prétons teriam energia acima deste valor e
a taxa de fusao e portanto de producao de energia, seria cerca de 1000 vezes menor que a
realizada pelo Sol. O processo de fusao de dois protons é dominado pelo tunelamento dessas
particulas pela barreira coulombiana. O diodo de efeito tunel é um dispositivo eletrénico
disponivel comercialmente, baseado neste efeito quantico. Com técnicas especiais de cons-
trucao, pode-se fazer um diodo semicondutor cuja barreira de potencial é extremamente
fina, propiciando que particulas a atravessem por tunelamento. As consequéncias sdo uma
inversao na curva caracteristica corrente x tensao desses dispositivos, como mostrado na fi-
gura 7.5. Numa pequena regido, ha uma reversao da curva e neste trecho, a derivada dV/d[
é negativa, correspondendo a uma resisténcia negativa. Dispositivos como esse podem ser
utilizado em circuitos osciladores ou de chaveameno de altissimas freqiiéncias.

O decaimento radiativo por emissao de particulas alfa, que ocorre em vérios elemen-
tos pesados proximos ao uranio também depende do tunelamento. Nesse decaimento, as
particulas alfa sao emitidas com energia cinética de cerca de 5 MeV. Como essa energia
¢ medida longe do nicleo, onde o potencial é nulo, podemos supor que este é o valor da
energia total da particula alfa dentro do nicleo. Se tomarmos uma particula alfa com essa
energia se aproximando de um nticleo, por exemplo de Tério (Th), a distancia de maior
aproximacao, quando toda a energia estd na forma de energia potencial, teremos algo da
ordem de 50 Fm (5,0-7!* m). Se considerarmos o raio do nicleo de Th da ordem de 10Fm,
o valor da barreira coulombiana nessa distancia sera:
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Diodo tiinel de
germanio tipo 1N2940A

/
e | | L 1
0 0,1 0,2 0,3 04 0,6
V (volts)

Figura 7.5: Curva caracteristica de um diodo tunel.

1 Zze2
Vir=10""4) = — 25 ~95.100 eV

dmeg T

Como para distancias menores que o raio nuclear esta particula alfa esta ligada ao nicleo,
e sabendo-se que sua energia total ¢ 5 MeV, para escapar, ela deve tunelar a barreira de
altura méaxima de cerca de 25 MeV. Embora nao seja uma barreira de altura constante
como a que estudamos, o problema pode ser resolvido de maneira andloga, substituindo-se a
barreira coulombiana por uma série de barreiras de pequena largura e alturas decrescentes.
Um célculo aproximado pode ser feito trocando-se a barreira original por uma barreira
média equivalente. Por simplicidade, vamos tomar uma barreira de altura 20 MeV e largura
a =20 Fm. Neste caso, temos o produto kea = /2mc2V,a%(1 — E/V,)/hc ~ 34 e podemos
usar a expressao aproximada para T:

T~ 102

Para encontrarmos o tempo médio para a particula alfa escapar, devemos estimar qual a
freqiiéncia com que ela colide com as paredes do niicleo. Supondo o potencial constante no
interior do nicleo (esta aproximacao é utilizada em muitos problemas de fisica nuclear), a
energia cinética da particula alfa no interior do nicleo seré constante e dada por £, = 5—V
MeV, onde V<0 é o potencial nuclear. sabemos que V corresponde a algumas dezenas de
MeV. Tomando V=-35 MeV, temos E.=40 MeV e portanto o modulo da velocidade da
particula alfa dentro do ntcleo seré:

2F,
v ¢~ 0.2
C mc

Com o diametro nuclear da ordem de 20 Fm, a particula alfa colide cerca de 10*'vezes
por segundo com as paredes. Tendo uma chance de escapar a cada 1072% colisdes, em
média ela levara 10%/10%! = 108s, cerca de trés anos para escapar. As vidas médias para
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decaimento alfa de nicleos nessa regiao varia muito, mas este valor esta dentro da faixa de
valores.

7.4 Particula em Uma Caixa (Po¢o Quadrado)

Um outro caso simples e interessante corresponde ao de uma particula dentro de uma caixa
unidimensional, ou seja, dentro da caixa o potencial ¢ nulo e nas paredes tem valor V.
Este problema é também freqéntemente denominado pogo de potencial quadrado. Vimos
anteriormente esta situacao do ponto de vista do principio de incerteza e determinamos o
valor minimo para a energia da particula. Vejamos agora a solucao completa do problema.

7.4.1 Poco Infinito

A forma mais simples corresponde a fazer as paredes da caixa muito rigidas, ou seja, com
V, — oo:

0 para —a/2 <z <a/2
V() =
o0 paraxr < —a/2oux > a/2
Na regiao dentro do poco, a solugao geral da eq. de Schroedinger independente do tempo
¢ a mesma que a encontrada anteriormente em situacoes analogas:

V2mE
h

Para as regides * > a/2 e x < —a/2 onde o potencial ¢ infinito, a funcao de onda deve ser
identicamente nula. Aplicando a condicao de continuidade da funcao de onda nos pontos
+a/2, temos:

U(x) = Asinkx + Bcoskz onde k =

2o ka L ka __ _a
Asin % + Beos 3 =0 (emx = §)

Asin —% + Beos —% =0 (emz = —4%)

Somando e subtraindo as duas equacoes acima, obtemos as relacoes:

2Bcosk2—“ =0
2Asin% =0

E facil notar que nao ha nenhum valor de k que satisfaca simultaneamente as duas condicoes
acima. No entanto, podemos escolher uma das constantes A ou B iguais a zero, e impor,
no termo com a constante nao nula, a condigao de que o seno ou cosseno se anule:

A:()ecosk—z‘lz() =

BzOesink—;:0:>

=ng,n=135..

=nm,n=123,..

SR

Portanto temos:
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kn=n%,n=135,.comV¥,(x) = B, cosk,x
kn=nZ,n=246,. comV¥,(r) = A,sink,x

Como para ambos os casos temos a relagdo k = V2mE/h, temos a seguinte expressao
para as energias possiveis da particula na caixa:

L RR R

om  2ma2’

E, n=123,..

7.4.2 Poco Finito

Uma situacao mais realista corresponde ao pocgo de potencial de altura finita V:

Voparaz < —a/2oux > a/2
Opara —a/2 <z <a/2

V(z) = {

Elétrons no metal estao em uma condicao semelhante a essa. As particulas no niucleo
atomico também podem, em primeira aproximacao ser descritas por um conjunto de parti-
culas num poco de potencial quadrado de altura V,. Vamos considerar aqui somente o caso
de particulas “dentro do po¢o”, ou seja para E < V, (particulas ligadas). Vamos também
numerar as regioes x < a/2, —a/2 < x < a/2 e x > a/2 como I, II e III. A solucao da
equacao se Schroedinger na regiao II é a mesma do caso anterior:

2mE
Uy (z) = C'sinksx + D cos kax com ky = ;Ln
Nas regioes I e III, temos para a equacao de Schroedinger:
n? d*V(z)
—— =—(V,— E)¥
2m  dx? ( )¥(z)

ou

2V 2m(V, — E)
= 2 U= kU
dx? h?
onde ky = k3 = /2m(V, — E)/h. A solucao geral dessa equagao corresponde a exponenci-

als reais:

U(z) = A'e" + Ble ™
de modo que nas trés regioes, as solucoes sao:
Uy (z) = Ae % + Bet regiao I

Uy (z) = C'sinkgx + D cos kyx regiao I1
Us(z) = Be ™ 4+ Fe* regiao I11

Agora, aplicando as condicoes sobre o comportamento da fun¢ao de onda para xr — +oo,
devemos impor A=F=0. Para encontrar os valores das quatro constantes restantes, devemo
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s

- —qf2 . +a2

Figura 7.6: Solugoes para o poco quadrado finito: n=1, 2, 3

entao impor as condicoes de continuidade da funcao de onda e sua derivada, nos pontos
x=*ta/2:
Continuidade de ¥V em z = +a/2:

Be "4/2 = _(C'sin k2a + D cos k2“ (1)
Ee "a/2 — (C'sin kz“ + D cos kQa

Continuidade das derivadas em z = +a/2:

Blie 19/2 = [y C cos 222 + ki, D sin 522 (0
—kiEe k19/2 — ,C cos ’”“ — koD sin ’m

Somando e subtraindo as relagoes de (I):

(B + E)e "e/2 = 2D cos 2% (1)
(B — E)e Ma/2 = —2C'sin 22 (2)

Somando e subtraindo as relagoes de (II):

(B — E)kie 1972 = 2k, C cos 224 (3)
(B + E)kie "19/2 = 2y D sin kz“ (4)

Relagoes entre k; e ko podem ser obtidas dividindo-se as equagoes acima (4 +1 e 3+ 2).
Entretanto, para fazer isso, devemos garantir que o denominador nao seja nulo. No primeiro
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caso, impondo B+ E # 0 e D # 0, temos:

k
kg tan %a = kl (Z)

no outro caso, se B— E # 0 e C # 0, temos:

k
kg cot %a = —kl (ZZ)

As duas condicoes nao podem ser satisfeitas simultaneamente. Isso pode ser verificado
somando-se as duas expressoes acima, que resulta em:

koa koa
ko (tan % + cot %) =0
Multiplicando a relagiao acima por tan kya/2, temos a relagao tan® kya/2 = —1, o que é

impossivel, visto que o argumento da tangente é real. Portanto devemos impor B-E=C=0
e obter a primeira das relacoes acima, ou impor B+E=D=0 e obter a segunda das relac¢oes
mostradas acima. No primeiro caso, substituindo as relacoes entre os coeficientes nas
expressoes (I) e (IT), obtemos para as fun¢des de onda:

D cos B22eha/2ehe parq o < — 2
U,(z) =4 Dcoskyzpara — 5 <z < §

D cos B28eha/2e=k1e parq o > 4

Substituindo as expressoes para k; e ks na relacao (i), temos:

Ea? Ea?
o a“( sz) = \/m(V, — E)a?/212

2h?
multiplicando a expressao acima por § e definindo € = \/mEa?/2Rh?, temos:
mV,a? )
etane = —€
2h?
Na exressao acima, nao ha como isolar e obter analiticamente o valor de €. Entretanto,
. ~ 2

definido as funcoes p(e) = etane e g(€) = (/™= — €2 como o segundo membro da expres-

sao acima, os valores possiveis de € podem ser visualizados graficando-se as duas funcoes e
determinando-se os pontos de interseccao, confirme visto na figura 7.7.

As solucoes para os trés valores mais baixos de E sao vistas na figura 7.6 . Pode-se
verificar ainda que para estados com E < V,, os valores de E se aproximam daqueles
que encontramos para o poco infinito. De maneira analoga procede-se para encontrar as
solucoes do segundo tipo. Neste caso, a equacao a ser resolvida sera:

—ecote = \/mV,a2/2h% — €2
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PIE) PLE)

Figura 7.7: Solugdo grafica para a equacao p(e) = q(e)

7.5 O Oscilador Harmonico

O caso mais realista que podemos resolver analiticamente neste curso corresponde ao do
oscilador harménico. O oscilador harmoénico tem grande importancia na fisica, pois muitos
problemas de sistemas ligados em equilibrio, como moléculas, d4tomos ou moléculas em
uma rede cristalina, e mesmo particulas no nucleo atémico, podem, para pequenos deslo-
camentos da posi¢do de equilibrio (pequenas energias de excita¢do) ser descritos por um
potencial do tipo:

1 av
V(z)==-Ka* F=——=—-Kzx
(z) 2 dx
O potencial mostrado na figura 7.8 é tipico da ligacao de moléculas di-atomicas, como Oy ou
Ns. Classicamente sabemos que uma particula de massa m sob acao desse potencial, para
pequenos deslocamentos em relacao & posicao de equilibrio, executa movimento harmonico,

descrito pela equacao:

3=

Cuja solucgao é:
x(t) = Acos(wt + ¢)

1 1 1
E=-Ki>+-mv?=-KA?
2 2 2

A amplitude da vibrac¢ao é z, = \/2E/K onde E é a energia total do sistema e pode ter
qualquer valor. No caso quantico, temos que resolver a equacao:
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Energia ——

I

0 Separagio de Distincia d¢
cquilibric dissociagio

Figura 7.8: Potencial sentido por um &tomo, numa molécula di-atémica

R Lo(r) 1
—— ~K2*®(z) = E®
2m  dz? + g (z) (z)
d*® 2mE  miw? , K
dz? { R xlq):(); i
definindo 3 = 2mE/h? e a = mw/k:
d*®
@ + (5 — 042$2)(I) =0
mudanca de variavel: v = y/ax:
A _dde_ db PO d (A0 du 0
dr  dudr ¥ du’ dx?  du\dx)dr  du?
e portanto a equacao de Schroedinger fica:
Rl , Lo 5,
aw—%(ﬂ—au )q):Oouw—l—(a—u )P =0

Para encontrar a solucao desta equacao, antes vamos tentar descobrir o comportamento
assintotico de ® para grandes valores de u. Neste caso, podemos escrever a equagao acima

comao:
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d’®, 9 d?®, 9
T2 —u @azoouwzu P,

podemos facilmente verificar que a solugao assintotica ®,(u) é dada por:

D, (u) = Ae " /? 4 Be®'/?
calculando as derivadas:

do,

= — Aue"/? + Bue®’/?
du

Rl
du?

= Au?e ™2 — Ae " 4 Bu?e™? + Be"'/? = (u® — 1) Ae " + (u? + 1)Be*/?
o que para grandes valores de u se reduz a:

d*®,

du?
Para que esta solucao seja uma solucgao fisicamente aceitavel para a equacao de Schroedin-
ger, ela nao pode divergir para u — +oo e portanto devemos escolher B = 0. A solugao
da equacao de Schoedinger para qualquer valor de u, pode entao ser fatorada como:

= (A2 4 Be"'?) = 420,

O(u) = Ae "> H(u)

onde H(u) deve ser uma funcao que varie lentamente para u — 400, ou seja: cres¢a mais
lentamente que ¢“’/2 de modo que no produto acima, para grandes valores de u prevaleca
o comportamento assintotico que foi obtido. Calculemos agora a derivada segunda desta
fungdo, para obtermos entao a equacao para H(u):

dd dH
= —Aue ?H(u) + Ae‘“Q/Q%
d2¢ 2 2 2 dH 2 dH 2 d2H
= —Ae P H(u) + Aute™ 2 H(u) — Aue™ /2% — Aue™ /2% Ae™ /QW =
2 dH d*H
— —u/2 2
= Ae %/ (—H—l—uH—Qu%—i—W)

substituindo na equagao de Schoedinger, temos:

) dH d*H )
Ae™ /2 (—H +uPH — 2u— + —) + <§ — u2) Ae " PH =0

du du? o

ou
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PH dH (B

Como sabemos que a solu¢ao H(u) deve ser uma fungdo bem comportada, ela pode
sempre ser escrita na forma de uma série de poténcias. Definindo a expansao de H(u)
Como:

o0
H(u) = Zalul = ap + ayu + agu® + ...
1=0
as derivadas de H(u) podem entdo ser escritas como:

dH &
% = Z lazul_l = a1 + 2a9u + 3a3u2 + ...
=0
PH &

T Zl(l—l)alul_2 =2-lay + 3 2azu + 4 - 3asu® + ...
=

Substituindo na equagao para H(u), temos:

Z (I —1)au!=2 — QUZ laju'™" + (g - 1) Z au! =0

ou

Zl(l — Dau'™ + lz_; (g — 21— 1) au! = 0

1=0
na primeira somatoria, os dois primeiros termos sao nulos. Podemos redefinir os indices
trocando [ — [ + 2 de modo que a equacgao acima fica:

D (4 2)(1+ Dayou' +) (g — 2l — 1) au! =0
=0

=0
ou

o0
Z ((l + 2)(l + 1)al+2 + (g — 2] — 1)al> Ul =0
1=0
para que esta expressao seja nula para qualquer valor de u, devemos impor que o0s
coeficientes de ! sejam nulos e entdo obtemos a seguinte relacio entre os a;:

E—(2+1)

9= —2—— —=

T+ +2)

com esta expressao, dado ag podemos calcular todos os outros coeficientes pares. Dado

a; podemos calcular todos os impares. A solugdo H(u) pode entdo ser dividida em duas
séries distintas:

aj
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H,(u) = u+ R u' + ...)

H(u)—alu(1+—u + Bty y
aq aq

Com H(u) = H,(u) + H;(u). Resta entdo verificar se o comportamento da série obtida,
para grandes valores de u, respeita as condicoes necessarias. Para isso, verifiquemos o
comportamento das razoes a;,2/a; para grandes valores de I:

o 2 S—(20+1) 2

im < =
l—oo Qg |—00 (l —+ ]_)(l =+ 2) l
esta razao de coeficientes, para grandes valores de 1, é idéntica & mesma razao na expansao
em série de poténcias da funcao e’
Wb " ult2
P =1 40 +—+—+ B Ey vl sl e e g
2t 3l (5! (5!

portanto, a razao entre dois coeficientes consecutivos, a;1o € a; é:
!

!
a2 _ (2)! _ (5)! _ 1
a G+ G+DE) L4
que para grandes valores de [ é idéntica a razao que obtivemos para os coeficientes das
funcoes H, e H;. Embora para pequenos valores de [ os coeficientes sejam diferentes,
quando queremos comparar o comportamento dessas funcdes para grandes valores de u,
0s termos com pequenas poténcias de u (pequenos valores de [) nao sao importantes e
. 2
portanto, verificamos que para grandes valores de u, H(u) ~ e* . Portanto,

lim Ae_“2/2H(u) = Ae‘“Q/Q(aOeUQ + alue“2) = a0A6“2/2 + alAue“2/2

uU— 00

e portanto serd divergente, contrario & condigdo imposta inicialmente para H. A menos
que para um dado valor de [, por exemplo [=n, o coeficiente a;.o para uma das séries se
anule e portanto todos os outros com [ maior. Supondo que esta condicao se dé para um [
par, H,(u) serd agora um polinémio e se fizermos a; = 0 a outra série H,(u) serd nula, e o
comportamento assintotico para ®(u) serd obedecido. De modo anélogo, se a;1o se anular
para um valor impar de | e fizermos ag = 0. Para que um dado coeficiente a;,o se anule
para [=n, devemos impor a condicao:

g—(2n+1):00uﬁ:(2n+1)04

substituindo as expressoes para «a e [ na exressao acima, obtém-se:

2mE mw
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ou

1
E,=(n+ §)hw, n=0,1,2,3,...

Figura 7.9: Fungoes de Onda do Oscilador Harmonico

que corresponde a quantizacao da energia para o oscilador harmonico. As funcoes de
ondas correspondentes sao:

n=0: ®,(u) = Age */?

n=1: & (u) = A 2ue />

n=2: ®y(u) = Ay(4u? — 2)e /2

n=3: Os(u) = As(8u’ — 12u)e /2

n=4: O4u) = As(16u* — 48u? + 12)e /2

n=>5: ®s(u) = As(32u° — 160u? + 120u)e~*/?
(

impar.
As fungbes H(u) , mostradas entre parénteses nas expressoes acima, sdo conhecidas como
polindomios de Hermite. Os polomios de Hermite podem ser otidos da relacao:

2 d” 2

Hn — (=) U
(1) = (—1yer’ e

Os coeficientes de normalizagao das fungoes de onda sao dados por:

mw 1/4 1
()
7h 2nnl
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Figura 7.10: Possiveis transicoes em moléculas diatdomicas

7.5.1 Espectro Vibracao-Rotacao Molecular

Uma molécula diatémica, como a de HBr pode vibrar e também girar em torno de um eixo
perpendicular ao definido pelos centros dos d4tomos da molécula. As energias de rotacao
de uma molécula diatomica sao dadas por:

5o J* i+ 1R

7Uor 20

Onde j é o nimero quantico associado ao momento angular de rotacdo J e I o momento
de inércia. Note que um rotor, ao passar de um estado com niimero quantico j, para outro
com j-1, emite um foton com energia hv; = E; — E;_y = 2jh*/21. A diferencga de energia
de fotons emitidos de estados com j consecutivos é portanto constante: § = (hv; — hv,_q).
No caso de HBr, as energias de vibragao sdo dadas por (n + $)hw = (n + 1)0,316 eV.
As transi¢oes de um estado a outro sdo governadas por uma regra de selecio (ligada a
conservagao de momento angular, mas que nao discutiremos aqui), dada por Vj = +1.
Nas vibracoes de uma molécula di-atomica, o momento angular é sempre nulo. Portanto
transicoes de um estado n para n-1 ou qualquer outro estado de energia mais baixa sao
proibidas, pois correspondem a Vj = 0. Com isso as possiveis transicoes, envolvendo o
estado fundamental (energia de ponto zero) e as rotagoes a partir desse estado, o primeiro
estado vibracional (n=1) e as rota¢oes desse estados sao vistas na figura 7.10:
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Sketch of the vibration-rotation spectrum of HBr

_ﬂ WL JL._WJL

0.300 0.310 0.320 0.330 0.340
Energy (eV)

Figura 7.11: Espectro vibragao-rotacao molecular

O espectro da radiagdo (infra-vermelho) emitido por uma molécula diatomica é portanto
como mostrado na figura 7.11.

7.5.2 Operadores de Criacdao e Aniquilacao de Fonons

Na fisica de solidos, o termo fonon é usado para denominar o quantum de energia vibra-
cional. Assim como hv é a energia do foton, o quantum de energia eletromagnética, a
energia do fonon de vibracao ¢ hw. Definimos os operadores @ e a™ chamados operadores
de destruicao (aniquilagao) e criagao de fonons como:

N mw(A+ ) ,\)
a=4/—(r+ —
2h mwp
N (PN S
“@ = 2h (@ mwp>

aq)n = \/ﬁcbn—l; ZLxhl)n =Vn+ ]-q)n—l-l

onde ®,, sao as func¢oes de onda do oscilador harmonico. Por exemplo:

é facil verificar as relacgoes:

mw 1 Q@ 1d 2
~ _ ~ ~ _ “ - —az?/2 —
ady = | /_271 (Z 4+ —Dp)Py (x + a—dI)A12\/axe

mw 2

1
= AjaV2(a? + = — 22)e 0 = A1V2e70% 2 = Ao/
a
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) 1d 2
it =Y e, = S 2L A e
@ %o 2h (@ mwp) 0 2(x ozdm> 0¢

« 2 2 2 2
— —A —ax?/2 _ A —az?/2 _ A2 —ax® /2
\/g olx + x)e 0—\/5\/51’6 12y aze

outra relacao importante, envolvendo esses operadores:

atad, = at/nd, , = nd,

Esse operador N = ata , ¢ chamado ntimero de fonons, pois aplicado & funcao de onda
de um dado estado do oscilador, obtem-se o niimero de fonons desse estado. A equacao de
Schoedinger para o oscilador harménico pode ser escrita como:

h? d? 1
——— + -K2°)®, = E,®,
( 2m dx? + g )
Definindo o operador Hamiltoniano H =T + V = (—%% sK2?), a equacdo fica:
H®, = E,®

em termos dos operadores @ e a™ a equacao de Schoedinger para o oscilador harménico
¢ escrita como (lembrando que B, = (n + 3)hw):

. 1 1

A formulacao quantica em termos de operadores de criacao e aniquilagdo, também cha-
mada de sequnda quantizacao, ¢ muito utilizada na solucao de problemas complexos.

7.6 Caixa Cuabica: Equacao de Schroedinger em 3
Dimensoes

Vimos que a Equacao de Schroedinger pode ser escrita na forma:
T+Vd=FEd
onde T ¢ o operador energia cinética, Vo operador energia potencial e E o operador

energia total. Em trés dimensoes, utilizando-se coordenadas cartesianas, a energia cinética
de uma particula é dada pela expressao:

1
T — (2 2 2
Qm(px+py+pz)

e portanto o operador quantico correspondente sera:
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7712<62 N 0? N 82)
ox?  Oy? 022

e a equagao de Schroedinger em trés dimensoes sera entao:

T=——
2m

i ( o + o + o YU ( t)+ V( YU ( t) 'ha U( t)
—— (== + =+ —=)¥(z,y,2 x,y,2)V(x,y,2,t) = ith—V(x,y,z
2m 8'1;2 8y2 822 ’y? Y 7y’ ’y’ ) 8t 7y7 )
Facilmente podemos verificar que também aqui, se V nao depende explicitamente de £,
podemos separar a solucao na forma:

U(z,y,2,t) = ®(z,y,2)p(t)

onde ®(z,y,z) é a solucao da equacao de Schroedinger independente do tempo:

h2 32 82 82
5 (5t a2 " 5,2)2@,2) + V(2y2)8(2,y,2) = E(x,y,2)
Consideremos agora um caso simples, o de uma particula dentro de uma caixa cibica,
definida pelo potencial:

Opara0 <z < L
Opara0 <y < L
Opara0 < z < L
oo fora da caira

V(zy,z) =

Aqui também facilmente se verifica que como V nao depende explicitamente de x,y,z
podemos obter a solucoes da equacao na forma de um produto de funcoes, cada uma
correspondendo a uma dimensao espacial. Uma solucao possivel para este problema é
dado pela funcao de onda:

&(x,y,2) = Asin kyx sin kox sin kzx

Substituindo-se esta fun¢ao na equacao de Schroedinger encontra-se para a energia da
particula:

h2
E=—(k+k+Ek
m( 1 2 3)

Aplicando-se a condicao de continuidade da funcao de onda nas regioes dentro e fora da

caixa, observa-se que as constantes k; devem obedecer a rela¢do: k; = n;m/L onde n; sao

nimeros inteiros. Em termos dos n;, a energia da particula sera entao:

h27?

Enlngng = W(n% + ng + ng) n;, = 1,2,3,...

A energia da particula na caixa é quantizada e caracterizada por um conjunto de trés
ntmeros inteiros, correspondentes a condicao de continuidade da funcao de onda nas trés
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diregoes espaciais. O estado fundamental (menor energia) corresponde portanto a n; =
ng = ng = 1, com a energia dada por:

3h2m?
2mL>?

O primeiro estado excitado serd aquele em que 2 dos n tém valor 1 e um deles assume
o valor 2, com a energia tomando o valor 3m%h*/mL?. Existem trés estados com essa
mesma energia, descritos pelas fungoes de onda ®51 1, @191 € ®112. Quando ha mais de
uma funcao de onda para descrever um mesmo nivel de energia, dizemos que esse estado é
degenerado. No caso acima temos um estado com degenerescéncia tripla.

A degenerescéncia reflete uma simetria do problema. Considerando por exemplo uma
caixa sem simetria cubica, ou seja com lados desiguais L, Lo, L3, a solucao da equacao de
Schroedinger com aplicacao das condi¢oes de continuidade da funcao de onda seréa:

111 —

.o T . NoT . Nsm
Dy nons (T,y,2) = Asin x sin ysin z
Ly Ly Ls

e a energia da particula serd dada por:

Rr? (n?2 n2  n?
om \12 12T 12

e portanto Fi19 # Fi91 # E112, ndo havendo portanto estados degenerados, ou seja, a
quebra da simetria do problema removeu a degenerescéncia.

7.7 Exercicios

1.- Uma particula esta sujeita ao potencial de um oscilador harmonico, cuja fun¢ao de onda
¢ dada por:

\I/(I) — Ae—mwm2/2h

(a) Seria a quantidade de movimento uma constante neste estado? Se sua resposta for
positiva, determine o valor da quantidade de movimento. Se for negativa, determine o
valor médio da quantidade de movimento. O que seria obtido em medidas da quantidade
de movimento da particula neste estado?

(b) E a energia mecanica conservada neste estado? Se sua resposta for positiva, determine
o valor da energia. Se for negativa, determine o valor médio da energia. Que vocé obteria
numa medida da energia da particula neste estado?

c) Calcule < z > e < x? > para essa particula.

d) Calcule a incerteza na medida da posi¢ao da particula, definida como o desvio padrao.

e) Repita o calculo de c) e d) para o momento da particula e verifique se o principio de
incerteza é obedecido neste caso.

2) A fungao de onda para uma particula confinada numa caixa de largura a é dada por:
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Asin ZLe BN _ g /2 <z < a/2
0Oz < —a/2oux>a/2

a) Verifique que esta fun¢do ¢ uma solugao da equacdo de Schroedinger. b) Determine o
valor da energia total i neste estado.

3.- Repita o calculo do potencial degrau realizado em classe, para a condicao E>Vo,
considerando agora a funcao:

V, parax <0
Oparaxz >0

V(z) = {

Calcule os coeficientes de transmissao e reflexdao e compare-os com os obtidos em classe.

4.- Mostre que o problema de uma particula passando por um pogo de potencial (V' =0
paraz <0,V = -V, para0 <z <aeV =0 para z > a), com FE > 0 é equivalente ao da
barreira de potencial de altura V, nas mesmas condicoes.

5.- Uma reacao de fusao importante na producao de energia solar envolve a captura de
um préton por um niicleo de carbono, que tem carga seis vezes maior que a do proton e
um raio 7 ~ 2 - 107%m. a) Faga uma estimativa do potencial coulombiano V que atua
sobre o proton se ele estiver na superficie do niicleo. b) O préton incide sobre o nicleo
devido seu movimento térmico. Podemos realisticamente supor que sua energia total nao
seja muito maior que 10kT, onde T ~ 107K é a temperatura no interior do sol. Calcule
sua energia total nessas condi¢oes e compare com a altura da barreira calculada no item
anterior. ¢) Calcule a probabilidade de que o proton possa penetrar em uma barreira
retangular equivalente, de altura V e se estendendo de r a 2r, o ponto em que a barreira
cal para V/2.

6.- Um atomo do gas nobre kripton exerce um potencial atrativo sobre um elétron nao
ligado que varia muito bruscamente. Devido a isto, ¢ uma aproximacao razoavel descrever
o potencial como um poco quadrado atrativo de raio igual a 4 - 1071%n, o raio do atomo.
As experiéncias mostram que um elétron com energia cinética de 0,7 €V nas regides fora
do atomo pode atravessa-lo sem sofrer praticamente reflexao nenhuma. O fenomeno é
chamado efeito Ramsauer. Use essa informagao para determinar a profundidade (V,) do
poco quadrado.

7.- Uma particula confinada numa caixa de paredes impenetraveis e largura L estd num
estado cuja fungao de onda ¥(z,t) é dada pela combinagao linear:

U(x,t) =Wy (x,t) + caWa(a,t)

onde ¥, e U, sao as auto-funcoes de energia normalizadas para o estado fundamental
(energia E) e para o primeiro estado excitado (energia Es) respectivamente e ¢; e ¢y sa0
constantes.

(a) Mostre que esta fun¢do de onda pode representar um estado quantico porque obedece
a equacao de Schrodinger dependente do tempo.

(b) Encontre o valor dessas constantes que normalizam a fun¢do de onda V(x,t).
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(¢) Seria a fun¢@o de onda W(z,t) um auto-estado de energia? Se sua resposta for positiva,
determine o valor da energia; se for negativa, determine a energia média deste estado em
funcao das auto-energias E; e Fy. Em qualquer caso justifique sua resposta.

(d) Determine a densidade de probabilidade ¥*W. O termo dependente do tempo repre-
senta uma oscilacao. Obtenha a freqiiéncia dessa oscilacao e tente interpreté-la.

8) Um proton e unm déuteron (mesma carga do proton, massa duas vezes maior) tentam
penetrar em uma barreira de potencial de altura 10 MeV e largura 10~ m. As duas parti-
culas tém energia de 3 MeV. a) Use argumentos qualitativos para prever qual das particulas
tem maior probabilidade de consegui-lo. b) Calcule quantitativamente a probabilidade de
sucesso para cada uma das particulas.

9) Aplique a condigao de normalizagao para mostrar que a constante multiplicativa para
a autofuncao com n=3 do poco de potencial quadrado infinito é B3 = \/%.

10) Uma bola de bilhar, de massa m=0.2 kg e energia E é jogada na direcdo de uma
rampa inclinada, de altura H=10 cm. Para E=1.001*mgH, calcule qual a probabilidade
da bola nao conseguir subir a rampa.

11) Um dos estados excitados do dtomo de hidrogénio tem fun¢ao de onda dada por:

U(r,0,p) = Ar’e /3% sin § cos fe

onde A é uma constante e o sistema de coordenadas é o esférico.

a) Qual a expressao para o componente na dire¢ao z do momento angular nesse sistema?

b) Utilizando o resultado do item a), qual o componente z do momento angular para o
atomo de higrogénio no estado descrito pela funcao de onda acima?

12) No caso da barreira de potencial com E>Vo, como desenvolvido nas notas de aula:
a) Mostre que se B=0, o coeficiente de transmissdo serd igual a 1. b) Mostre que nesse
caso, a densidade de probabilidade para se encontrar a particula na regiao 0<x<a é dada
por:

U,V = C'*C(ﬁ)2 1—(1—- (@)2) cos® ko
ko k1

¢) Verifique também que a condigdo B=0 implica em kya = nmw, n=1,2,3,...

13) Encontre |¥|> = ¥(z)*¥(x) para as solugdes da barreira de potencial (E<Vo ¢ E>Vo)

14) A constante da for¢a restauradora C para vibragdes interatomica em uma molécula
diatomica tipica é de aproximadamente 10°J/m?. Use esse valor para fazer uma estimativa
da energia de ponto zero das vibragoes moleculares.

15) (a) Faca uma estimativa da diferenga em energia entre o estado fundamental e o
primeiro estado excitado da molécula vibrando considerada no problema anterior. (b) A
partir dessa estimativa, determine a energia do f6ton emitido por vibracoes da distribuicao
de cargas quando o sistema faz uma transicao entre o primeiro estado excitado e o estado
fundamental. (c) Determine também a freqiiéncia do féton e compare com a freqiiéncia de
oscilagao classica do sistema. (d) Em que regiao do espectro esta a radiagao emitida?

16.- No instante t=0, um sistema é descrito pela seguinte fun¢ao de onda normalizada:
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\If(l‘,()) = \/gq)o(l') + \/gq)z(l') + C@g(x)

onde Py, &1 e 3 sao as autofuncoes normalizadas do oscilador harmoénico. Calcular o
valor numérico de ¢? Qual o valor esperado da energia se é efetuada a medida dessa no
instante t=07

17.- Mostre que um oscilador harménico com energia E, = (n + 1/2)hw corresponde a
amplitude de um oscilador classico A,, = v/(2n + 1)h/mw.

18.- Encontre a constante de normalizagao (Ay) para o estado fundamental do oscilador
harmonico.

19.- Calcule a probabilidade de um oscilador harménico no estado fundamental ser en-
contrado fora da regiao “classica’.

20.- Um elétron esta contido numa caixa de paredes rigidas de largura 0.1 nm. a) Desenhe
os niveis de energia até n=4. b) Encontre os comprimentos de onda de todos os possiveis
fotons que poderiam ser emitidos até que o elétron passe do estado n=4 para o n=1.

21.- Um elétron esta preso em um pogo de potencial infinito de 0.3 nm de largura. a) Se
o elétron estd no estado fundamental, qual a probabilidade de encontré-lo a menos de 0.1
nm do lado esquerdo da parede? Repita os calculos para um elétron no estado n—99. As
respostas sao consistentes com o principio de correspondéncia?

22.- Se o potencial V é independente do tempo, mostre que o valor esperado de x ¢é
independente do tempo.

23.- Determine o valor médio de W2 (z) dentro de um po¢o de potencial infinito para
n=1,5,20 e 100. Compare esses resultados com a probabilidade classica de encontrar a
particula dentro da caixa.

1/L (independente de n, em acordo com a previsao classica)

24.- Considere um pocgo de potencial finito de largura 3 x 107°m que contém uma
particula de massa m= 2GeV /c?. Quéo profundo deve ser esse potencial para conter trés
niveis de energia? (Exceto pelos valores exatos das energias, esta é a situagao aproximada
de um nticleo de deutério).

25.- Uma possivel solucao para o oscilador harmonico simples é:

U, = A(2ax® — 1)e %"/

onde A é uma constante. Qual o valor da energia E,, desse estado?

26.- Mostre que a energia de um oscilador harmonico simples no estado n=1 é 3hw/2
substituindo a funcao de onda ¥, = Aze *""/2diretamente na equacao de Schroedinger.

27.- Uma molécula Hs pode ser aproximada por um oscilador harmonico simples com
constante de mola k= 1,1 x 10>N/m. Encontre a) os niveis de energia e b) os possiveis
comprimentos de onda de fétons emitidos quando a molécula Hodecai do terceiro estado
excitado, terminando no estado fundamental.

a) B, = (n+1/2)0.755e¢V b) 1640 nm; 822 nm; 549 nm

28.- a) Calcule a probabilidade de transmissao de uma particula o de energia E = 5
MeV através da barreira coulombiana de um niicleo pesado, que pode ser aproximada por
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uma barreira quadrada de altura Vo = 15MeV e largura L — 1,3 x 10~ *m. Calcule essa
probabilidade b) dobrando a altura da barreira e ¢) usando a altura original mas dobrando
a largura da barreira. Compare os trés resultados.

29.- Considere uma particula de energia E aprisionada num poc¢o de potencial como
mostrado na figura abaixo. Desenhe esquematicamente as funcoes de onda para os trés
estados de mais baixa energia da particula. Explique o esquema obtido.

V(x)

30.- Quando uma particula de energia E se aproxima de uma barreira de potencial
de altura Vocom E>V,, mostre que o coeficiente de reflexdao pode ser aproximado por
R = [(Vpsin(kL))/2E)>.

31.- Para uma regiao onde o potencial é V=0, a funcao de onda de uma particula é dada
por \/2/asin(3mx/a). Calcule a energia da particula.

32.- Considere um poco semi-infinito no qual V=00 para x < 0, V=0para 0 <x < L e
V=V, para x > L. a) Mostre que as fun¢oes de onda possiveis sdo Asin kx dentro do pogo
e Be *2%para x > L, onde \/2mE/h% e ky = \/2m(Vy — E)/h2. b) Mostre que a aplicagio
das condigbes de contorno resultam na relagao kqotg(ka) = —k.

33.- A fungao de onda para o estado n=2 do oscilador harménico é A(1 — 2az?)e
a) Mostre que o nivel de energia correspondente é 5w /2, substituindo a fun¢ao de onda
diretamente na equagio de Schroedinger. b) Encontre <x> e <x?>.

<z >=0; <2?>=5/2x

34.- Uma particula esta aprisionada entre x= 0 e L dentro de um poco de potencial
infinito. Sua funcao de onda é uma superposicao do estado fundamental e primeiro estado
excitado. A func@o de onda é dada por:

—ax?/2

1 V3

Mostre que esta funcao de onda esta normalizada.

35.- Considere uma particula de massa m dentro de uma caixa quadrada bi-dimensional
de lado L, alinhada com os eixos x e y. Mostre que as fun¢oes de onda e niveis de energia

da particula sao dados por:

2 - hr?
U(z,y) = 7 sin n[jrx sin ny[iry; T (n2+n?
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