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4.1 Espectros Atomicos e Séries Espectrais

A partir de 1880, o estudo dos espectros da radiagao visivel emitida por chamas e poste-
riormente por descargas produzidas em gases ou em vapores metalicos tomou um grande
impulso. Os espectros atémicos, tanto na regiao visivel, quanto na do infravermelho e do
ultravioleta, tém enorme importancia ainda nos dias atuais, principalmente por sua apli-
cacao em processos de andlise de composicao de materiais, composicao da matéria estelar,
etc., dada a enorme precisao com que se pode determinar os comprimentos de onda da
radiacao emitida pelos atomos.

Contrario & radiacao térmica emitida por corpos aquecidos (radiagdo do corpo negro)
que é continua, o espectro de emissao dos 4tomos é discreto, ou seja, apenas alguns com-
primentos de onda estao presente. Nos espectrometros normalmente a luz produzida pela
descarga no gés é colimada por uma fenda estreita antes de passar por um prisma ou rede
de difracao, para entao ser registrada num filme fotografico, como o visto na figura 4.1.
Por isso espectro discreto é também chamado espectro de raias ou de linhas

Chapa fotografica

Prizsma
{ou rede de

Figura 4.1: Diagrama esquematico de um espectrometro. Em geral é empregado uma rede
de difracao ao invés do prisma.
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Embora os espectros observados sejam relativamente complexos, com um nimero muito
grande de raias, elas podem em muitos casos ser classificadas em grupos, de acordo com suas
caracteristicas principais. No espectro do hidrogénio, por exemplo, o mais simples de todos,
dado que o hidrogénio é também o dtomo mais simples, duas séries eram conhecidas. Uma
na faixa do visivel e ultravioleta proximo e outra, observada posteriormente, na regiao do
ultravioleta (hoje sdo conhecidas cinco séries distintas no espectro do hidrogénio, as outras
trés na regiao do infravermelho). Nos espectros dos materiais alcalinos, como o sodio, as
raias mais intensas eram classificadas em trés séries: a nitida (sharp), a principal e a difusa
(s, p e d). Logo que essas regularidades foram identificadas, iniciou-se uma busca para a
origem dessa ordem. Em 1885, Balmer descobriu que as raias da série do visivel do atomo
de hidrogénio podiam ser previstas por uma série numérica simples:

onde B = 3645.6A ¢ uma constante (limite da série). O acordo dessas previsdes com o0s
dados experimentais é impressionante. Para as quatro primeiras raias a diferenca entre o
valor previsto e dados experimentais disponiveis na época é de cerca de 1/10000, chegando
a cerca de 1/1000 para a 9% raia, ja no ultravioleta.
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Figura 4.2: Espectro na regiao visivel e ultravioleta préximo, para o atomo de hidrogénio
(série de Balmer). No UV temos a série de Lyman e no IV a de Paschen

Balmer corretamente previu que a sua série seria um caso particular de uma expressao
mais geral, que pudesse explicar outras séries conhecidas. Alguns anos depois, em 1890,
Rydberg finalmente encontrou a formulacao geral. A expressao encontrada por Rydberg
pode ser visualizada da expressao de Balmer, se expressarmos esta, nao em termos do
comprimento de onda A, mas em termos de seu inverso, o nimero de onda k:

1 1n2—4 4 (1 1 11
k‘:—:— = — —_— — — _— —
A B n? B (4 n2) Ra (22 n2>
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onde Ry = 4/B é chamada constante de Rydberg para o hidrogénio. A expressao geral
obtida por Rydberg é:

k:R(<mia>2_<n—1b>2)

por exemplo, para as trés primeiras séries do hidrogénio, temos:

1 1
k= Ry (ﬁ — ﬁ) n = 234,... sériede Lyman (m = 1)

1 1
k= Ry (— — —) n = 3,4,5,... sériede Balmer (m = 2)

22 n?
1 1 , .
k= Ry primiel M 4,5.6,... sériede Paschen (m = 3)

A constante de Rydberg varia ligeiramente de elemento para elemento, principalmente
entre os elementos mais leves. A diferenca entre Ry e o R para os a&tomos muitos pesados
é no entanto muito pequena (~ 0.05%). O valor atualmente aceito para Ry é 10967757.6 +
1.2m™t,

Para os atomos dos elementos alcalinos como Li, Na, K, as constantes a e b sao nao
nulas (sdo conhecidas como defeito quantico).

4.2 O Espalhamento Rutherford

Como vimos na secao anterior, até o final da primeira década do século XX, uma quantidade
enorme de informacoes sobre a estrutura da matéria havia sido acumulada, principalmente
com base em medidas de espectroscopia e no espalhamento de raios-X. Embora se soubesse
que os atomos fossem constituidos de elétrons (cuja massa, sabia-se, ¢ muito menor que
a dos atomos) e por uma “massa” de carga positiva, a organizacao desses elementos na
estrutura atdomica era desconhecida. O primeiro modelo para a estrutura do atomo foi
proposta por J.J. Thomson, e ficou conhecido como o “modelo do pudim de ameixas”.
Neste modelo, os elétrons (ameixas do pudim) se distribuiam no volume atomico (~ 1071
m de raio) constituido por uma distribui¢ao uniforme de carga positiva ocupando todo o
volume atomico e contendo praticamente toda a massa do atomo (o pudim). Os elétrons
ocupariam posigoes de equilibrio nessa massa de carga positiva e poderiam eventualmente
ser colocados em vibragao, quando emitiriam radiacao caracteristica dos atomos. No caso
de 4tomos com um s6 elétron, ele ocuparia o centro do dtomo na situagao de equilibrio.
Numa esfera com distribuicao uniforme de carga positiva a forca resultante num elétron é
sempre voltada para o centro, sendo proporcional & distancia do elétron ao centro. Esse
elétron pode entao fazer um movimento harmonico simples, com freqiiéncia dada pela
relacdo entre a constante de forca e sua massa. Se fizermos os calculos vamos obter uma
freqiiéncia caracteristica para o dtomo de um elétron (4tomo de hidrogénio) proxima aos
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valores tipicos dos espectros atomicos, mas somente uma freqiiéncia é possivel, e o modelo
nao consegue explicar as intimeras raias presentes no espectro do atomo de hidrogénio.

Dificuldades ainda maiores para o modelo apareceram por volta de 1909, quando Geiger
e Marsden, que trabalhavam com Ernest Rutherford na Universidade de Manchester, na
Inglaterra, apresentaram os resultados de suas medidas para o espalhamento de particulas
a por atomos de ouro. Esses resultados eram incompativeis com as previsoes do modelo de
Thomson, como veremos a seguir. A interpretacao dada por Rutherford alguns anos depois
para esses dados, introduziu o chamado 4tomo nucleado e a base para o desenvolvimento
da teoria atomica e nuclear da matéria.

Atomos radioativos, como o torio, radio, americio, etc. emitem particulas de dois tipos,
que na época que foram descobertas, foram chamadas de « e 8 por Rutherford. Ja na época
em que Geiger e Marsden faziam suas medidas se sabia que as particulas 8 sao elétrons de
alta energia e que as « sao atomos de hélio duplamente ionizados. Nas experiéncias reali-
zadas por Geiger e Marsden, alunos de Rutherford, eles faziam incidir um feixe colimado,
de pequeno diametro, de particulas @ em uma folha fina de ouro (~ 1 pum de espessura)
e observavam as particulas espalhadas em funcao do dngulo de espalhamento. Tendo em
vista a enorme massa das particulas a em relacao & massa dos elétrons, a colisao dessas
particulas com os elétrons nao deve causar grandes deflexoes na direcao inicial da particula
a. No caso das cargas positivas, como no modelo de Thomson, a deflexao méaxima pode ser
facilmente estimada. Tomando a particula a como uma carga puntiforme, a forca elétrica
devido a carga positiva do a&tomo de Au é dada por:

F(r) = krparar <R

F(r) = ky/r* parar > R

onde R é o raio atémico. A forca méxima agindo na particula é portanto o valor de F
para r=R: F,, = kiR = ky/ R* = (Qq/4me,)/ R?. Fazendo-se a aproximagdo em que a forga
maxima atua sobre a particula durante um intervalo de tempo da ordem de grandeza do
tempo de transito da particula o pelo dtomo (At ~ 2R/v), a variagdo do momento da
particula a pode ser obtida calculando-se o impulso desta forca:

_ Qg 2

Ap = F.At =
p 4me, Rv

Supondo-se ainda que Ap é perpendicular & direcao do momento inicial, podemos estimar
o angulo maximo de espalhamento:

Ap 2Qq _79'2-62
p  dwe,Mv:R  4me,E.R

~

tan 0,4
Em unidades convenientes, e?/4me, = 1.44 - 107%eV'm de modo que para uma particula

a de cerca de 5 MeV, como as emitidas pelos actinideos, temos tan,,,, ~ 4.5.107% ou
Ormaz ~ 0.025°.
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Espalhamentos com angulos muito maiores que este podem ser obtidos por uma sucessao
de colisdes. Supondo que os atomos numa folha de Au se distribuam mais ou menos
aleatoriamente, uma particula a vai sofrer colisoes ora em uma direcao ora em outra, mais
Ou menos como no “passeio ao acaso” que vimos no estudo do movimento browniano. Da
mesma maneira como obtivemos o resultado de que a distancia quadratica média do bébado
em relagao a porta do bar é dada por (Az?) = NI? onde [ ¢ o tamanho do passo, no caso
do espalhamento de particulas «, depois de N colisdes cada uma com “passo” 6 o valor
quadratico médio do angulo resultante sera:

(6?) = N§?

Onde 6 pode ser aproximado por exemplo pelo valor estimado acima, obtendo-se, para
espessuras de Au tipicas usadas por Geiger e Marsden, ©,,,s = 1/(0?) ~ 1°. O processo
de colisoes multiplas nao favorece a ocorréncia de eventos com grandes angulos de espalha-
mento total. Usando os principios da mecanica estatistica, Rutherford pode deduzir que,
com base no modelo atémico de Thomson, o ntmero de particulas o espalhadas em um
angulo maior ou igual a ©, apds atravessar uma folha de matéria é dado por:

N(©) = N,e ©"/{®%)

Os dados experimentais de Geiger e Marsden mostravam que embora os valores obtidos
para o angulo médio de espalhamento fossem consistentes com os esperados pelo modelo de
Thomson, eles observavam um nimero muito grande de particulas espalhadas em angulos
grandes. Para espalhamento com © > 90° por exemplo, eles mediram cerca de uma
particula espalhada para cada 8000 particulas incidente, enquanto que a fragao prevista
pelo modelo de Thomson era N/N, = exp[—(90/1)?] = 10735, Em 1911, com base nesses
resultados, Rutherford apresentou um novo modelo para o 4tomo, no qual a carga positiva
estava concentrada num pequeno volume, de didmetro de cerca de 10~'*m, ou seja, cerca
de dez mil vezes menor que o &tomo. Demonstrou também a expressao para a distribuicao
angular das particulas espalhadas, que foi plenamente comprovada em experimentos mais
detalhados realizados posteriormente por Geiger e Marsden.

Ernest Rutherford, um neozelandés que quando jovem foi a Inglaterra com uma bolsa
para aperfeicoamento de seus estudos, no Laboratorio Cavendish. Posteriormente obteve
uma posi¢ao na Universidade McGill em Montreal no Canada (1898-1907), onde desenvol-
veu os trabalhos sobre o decaimento radioativo e a quimica das substancias radioativas, que
lhe deram o prémio Nobel de quimica, pois embora sendo fisico, as atividades de pesquisa
relacionadas com a radioatividade eram em geral atividades tipicas de quimica. S6 depois é
que retornou a Inglaterra, na Universidade de Manchester onde desenvolveu os experimen-
tos que o levaram, em 1911 a descobrir a estrutura nuclear para o atomo. Posteriormente
retornou a Cambridge e ao Laboratério Cavendish, onde foi o diretor por muitos anos.

A figura 4.3 mostra a trajetoria de uma particula «, de massa M e carga ze, espalhada
por um niicleo de Au de carga Ze, que tendo massa muito maior que a da particula o vamos
considerar que permanec¢a em repouso durante o processo de colisao. A distancia b entre os
centros das duas particulas é chamada pardmetro de impacto e o angulo de espalhamento
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Figura 4.3: Trajetoria da particula a espalhada por um nicleo puntiforme de massa infinita
e carga Ze.
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(0) pode ser expresso em termos desse parametro. Uma vez que a for¢a agindo entre as
particulas é central, o momento angular do sistema formado pelos dois niicleos se conserva
na colisao. Portanto, sendo b e v o parametro de impacto e a velocidade antes da colisao
e b’ e v’ os correspondentes apos a colisao, temos:

L = Mvb= MVt

Supondo a colisao elastica e desprezando a energia cinética adquirida pelo nicleo de Au,
temos que %MU2 = %]\IU’2 ou v = v’ e portanto o parametro de impacto também nao é
alterado pela colisao. A trajetoria descrita pela particula é uma hipérbole, o que pode ser
deduzido utilizando-se as equacoes bésicas da mecanica classica (para a dedugao completa,
ver p. ex. o apéndice D do Eisberg-Resnick). Em termos das coordenadas polares r e ¢
da particula «, a trajetoria é descrita pela equacao:

1 1. n D( 1
— —= — S1ln _ S
" bS % 52 coSs

onde D é a distancia de maior aproximagao, numa colisao frontal (§ = 180°) e pode ser
facilmente obtida igualando-se a energia cinética inicial & energia potencial, uma vez que
na distancia de menor aproximacao a particula « inverte a direcao do movimento, estando
portanto com velocidade nula:

1 zze
 dme, Mv2/2

onde ze é a carga da particula o e Ze a do nicleo do atomo de Au. A relacdo entre o
parametro de impacto b e o angulo de espalhamento 6 é obtido da expressao da trajetoria
fazendo-se r — oo e usando-se a relagao assintotica ¢ =7 — 6:

D1—-cosy Dl+4cosf D 0
— = — = —cot =

b , .
2 sing 2 siné 2 2

onde foi usada a relagdo sinf = tan £(1 + cos 6).

Para calcularmos o nimero de particulas entre 6 e 6 + df podemos utilizar a relacao
acima e calcular o correspondente niimero entre de particulas com parametro de impacto
entre b e b+db. Na figura 4.4 vemos esquematicamente um pedaco de folha de Au, de 1
cm? de area, mostrando os nicleos dos atomos representados por pontos, bem como as
areas correspondentes ao parametro de impacto entre b e b-+db. Supondo que o fluxo de
particulas « é uniforme nessa area, a fracao de particulas o com parametro de impacto
entre b e b-+db é basicamente dada pela razao entre a soma das areas dos anéis mostrados
na figura (N27bdb) e a area total da folha. Sendo p a densidade do Au (niimero de atomos
por cm?) e t a espessura da folha, esta fragao sera dada por:

f = pt2rbdb

Esta fracao corresponde a probabilidade de se ter uma particula o com parametro de
impacto entre b e b+db:
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Particulas &
incidentes

Figura 4.4: Representacao pictorial de um feixe de particulas incidindo numa folha de Au
de 1em? de area, mostrando as regioes em que o parametro de impacto tem
valor entre b e b-+db.
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P(b)db = f = pt2wbdb
Da expressao para b em funcao do angulo de espalhamento, obtém-se:

db D d 0 D 1

— t—:
d®) "~ 24® 2T T 2sin?L

de onde se obtém:

D2 cos ¢ D? siné
bdb — — = E%2 gg . _E SO 4
8 sm?’ 0 16 sin* g

(na ultima passagem foi utilizada a relagao 2 sin 5 coS g = sin#). Notando-se que, da relagao
entre o parametro de impacto e o angulo de espalhamento, quando b aumenta 6 diminui
(ver figura 4.5), temos que a relagdo entre a probabilidade de colisao com parametro de

impacto b e b+db e o espalhamento entre 0 e 0 +df é P(0)d0 = —P(b)db e portanto temos:

ind

S1
P(0)d0 = ZptD* -2 7

8 sin

do

Substituindo-se o valor de D e fazendo-se N(6)dd = N,P(6)df, onde N, é o nimero
total de particulas « incidindo na folha espalhadora, temos finalmente a expressao para a
distribuicao angular das particulas para o espalhamento Rutherford:

2 2\ 2 .
N(Q)d@z( 1 ) (zZe) Nopt27rsm(9d0

Are, 2Mv? 81114 0

A expressao para o espalhamento Rutherford, bem como outras semelhantes que ocorrem
na fisica nuclear, sao geralmente expressas em termos do que se chama se¢do de choque,
ou drea efetiva de colisao, definida pela expressao:

do
AN = d—QNfN L9

onde dN = N(0)df é o ntimero de particulas espalhadas no angulo sélido dS2, ¢ 9 a secao
de choque diferencial, Ny = N, a intensidade do feixe de particulas e N, = pt o nimero de
centros espalhadores (nticleos) por cm? do alvo. A definigao do angulo sélido df) pode ser
visto na figura 4.5 .

Como df) = 27 sin 0df e da expressdo para N (), temos:

1 \? /[ 2Ze*\* NyN,
dN = dQ
(4%60) (2MU2> sin*

de onde se obtém a expressao para a secao de choque para o espalhamento Rutherford:

do 1 \2/ 222\ 1
dQ  \dre, 2Mv? Sin4§
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Figura 4.5: Diagrama mostrando a relacao entre o parametro de impacto b e o angulo
de espalhamento 6. A regidao sombreada corresponde ao angulo solido df) =
2msin #dh. A unidade de angulo solido é o esferoradiano (sr - steradian).

Na figura 4.6 vemos resultados experimentais para o espalhamento de particulas o em
Au, publicados em 1913 por Geiger e Marsden, comprovando a descricdo de Rutherford
para o atomo. O ano de 1911, quando foi publicado o artigo de Rutherford (Phil. Mag.
vol. 21, p. 669) é considerado o de nascimento da fisica nuclear.

O modelo de Rutherford, embora resolvesse o problema apresentado pelas medidas de
espalhamento de particulas «, introduzia um outro. De acordo com a fisica cléssica, nao
h& como manter a estabilidade do atomo nessas condicoes. No caso de 4&tomo com um
s6 elétron, como o de hidrogénio, a condi¢cao do elétron orbitando em torno do nicleo,
embora podendo ser estavel do ponto de vista mecanico, tendo o elétron uma aceleracao
(centripeta), ele deveria irradiar energia continuamente, de acordo com a teoria classica do
eletromagnetismo, terminando por colapsar no niicleo, apds cerca de 10~ '2s.

4.3 O Modelo de Bohr para o atomo de Hidrogénio

No outono de 1911, Niels Bohr foi a Inglaterra para uma visita cientifica, inicialmente ao
Laboratorio Cavendish (com J.J. Thomson) e posteriormente a Universidade de Manchester
onde trabalhou com Rutherford e seu grupo. Embora sendo um teérico, Bohr acompanhou
de perto os trabalhos de Geiger e Marsden bem como o desenvolvimento do modelo do
atomo nuclear proposto por Rutherford. Cerca de dois anos depois, Bohr apresentou um
modelo para o atomo de hidrogénio, que incorporava as idéias de Rutherford, as originadas
dos trabalhos de Planck para o corpo negro e as de Einstein para o efeito fotoelétrico: a
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Figura 4.6: Resultados experimentais obtidos por Geiger e Marsden comparados com a
previsao de Rutherford (curva solida).

quantizagao da energia de sistemas mecénicos (osciladores) e da radiagao eletromagnética.
Introduzindo idéias revolucionérias em relacao a fisica classica, Bohr conseguiu desenvolver
um modelo simples que garantia as caracteristicas observadas no modelo de Rutherford,
dava estabilidade ao 4tomo e previa as séries espectrais observadas para o atomo de hi-
drogénio, determinando portanto a origem das séries empiricas de Balmer e Rydberg. A
fundamentagao do chamado modelo de Bohr pode ser expressa em termos dos postulados
de Bohr:

1. No dtomo, o elétron se move em drbitas circulares, cujo movimento € descrito em
termos das leis gerais da mecdnica e da eletrostdtica, com a limitacao de que apenas
algumas orbitas sao possiveis, sendo essas determinadas pela imposicao de que o
momento angular do elétron deve ser um multiplo inteiro de h/2m.

2. FEnquanto descreve o movimento acelerado em sua orbita, o elétron nao irradia ener-
gia como prevé a teoria eletromagnética cldssica.

3. O elétron pode saltar de uma orbita para outra. Se ele “pula” espontaneamente de
uma orbita em que sua energia total é E; para uma outra de energia menor Ey, a
energia perdida € emitida na forma de radiacao, cuja freqiiéncia € dada pela relagao

v = (E, — Ey)/h.

O modelo de Bohr tem aplicacao somente no caso de dtomos com um s6 elétron, como o
atomo de hidrogénio ou 4tomos ionizados de outros elementos, no qual somente um elétron
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permanece ligado ao ntcleo. Consideremos entao um atomo constituido de um ntcleo de
carga Ze e massa M ao qual permanece ligado um tnico elétron de carga -e e massa m,
girando ao redor do nucleo em uma o6rbita circular. Sendo v sua velocidade orbital, a
condicao de equilibrio é obtida igualando-se a forca eletrostatica com o produto da massa
do elétron por sua aceleragao centripeta:

1 Ze? v?

4dme, 12 r
De acordo com o primeiro postulado de Bohr, temos ainda que os raios possiveis para

essas Orbitas devem ser determinados impondo-se a condicao de quantizacao do momento
angular para o elétron:

mur = n— = nh
27

onde h, a constante de Planck dividida por 27 é chamado “h cortado”. Substituindo v
obtido da equacao acima na equacao de equilibrio de forcas, temos:

1 Ze?  n’h?

4re, T mr?

de forma que os raios das érbitas sao dados por:

Ame,n’h?
r=——-——
mZe?
e as velocidades orbitais podem ser entao obtidas da expressao:

nh B nhZe? 7 e?

V= = =
mr  4me,n?h?  4me,nh

A energia total de um elétron numa o6rbita ¢ dada pela soma da energia cinética e da

potencial eletrostatica. Como E, = imuv? = $Ze? /Ame,r e E, = —Ze? [4me,r, temos:
1 Ze?
E—E+E, ——
+ 24me,r

substituindo agora a expressao para o raio das orbitas obtida acima, temos finalmente a
expressao para a energia dos elétrons em funcao de n:

mZ%et 1
(4me,)22h? n?
De acordo com o terceiro postulado de Bohr, a energia emitida na forma de radiagao

(foton) quando o elétron passa de uma orbita de energia F, para uma outra de energia
mais baixa F,, é dada por:

E,=—

hv =F, — FE,,
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Figura 4.7: Diagrama de niveis de energia para o d4tomo de hidrogénio para diferentes
nimeros n, de acordo com o modelo de Bohr.
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de onde se pode obter a expressdo para o nimero de onda k = v/c:

1 \? me* 11 11
(471'60 ) Arh3c <m2 n? ) (m2 n? )

B - 1 \° met
> \dme, ) 4Amh3c
é a constante de Rydberg para um atomo de massa infinita. Levando-se em conta a

massa finita do 4tomo pode-se verificar que a expressao para o nimero de onda acima se
altera substituindo-se R, por:

onde

M
m+ M
Com os valores das constantes fisicas disponiveis na época, Bohr pode verificar que sua
previsao estava em bom acordo com o valor experimental da constante de Rydberg. Com
os valores atualmente aceitos das constantes fundamentais, a constante R calculada com o
modelo de Bohr reproduz o valor atual da constante R dentro de 1 parte em 100000!

O raio do atomo de hidrogénio pode ser obtido tomando-se o n para o estado de menor
energia:

R =Ry

Ame,h?
me

~ (0.53A

Qo

O valor de a,, chamado raio de Bohr, estd em muito bom acordo com as estimativas para
o didmetro atomico ~ 1A que haviam na época.

Atomos alcalinos como o Li e o Na, podem ter seus primeiros niveis de energia dados
pelo modelo de Bohr em forma aproximada (intruduzindo-se os tais defeitos quanticos,
como mostrado na formula de Rydberg). A razao para isso so6 pode ser entendida com o
desenvolvimento posterior da teoria quantica. Esses 4tomos tém sua estrutura definida com
apenas 1 elétron apos camadas atomicas fechadas para os elétrons mais internos. Numa
primeira aproximagao, esses elétrons mais internos, que sao rigidamente ligados, podem ser
incluidos num “nicleo” com carga total igual a fe (Z protons + Z-1 elétrons) e o ltimo
elétron se move em Orbitas parecidas com a do elétron do atomo de hidrogénio.

4.4 A Experiéncia de Franck-Hertz

Embora o modelo atomico de Bohr tivesse um sucesso muito grande, dado a exatidao de
suas previsoes para os espectros atomicos, nao havia outra indicacao de que realmente os
estados de energia do atomo eram quantizados. Em uma experiéncia muito simples, reali-
zada em 1914 por James Franck e Gustav Hertz, o modelo de Bohr, ou mais precisamente
a quantizacao dos estados de energia do d4tomo foi comprovada por um processo puramente
mecanico - o espalhamento ineléstico de elétrons por atomos de mercirio. A importancia
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desta comprovacao foi demonstrada com o prémio Nobel atribuido a Franck e Hertz alguns
anos depois (1925).

Num depoimento dado por J. Franck no inicio dos anos 60 (na biblioteca do IFUSP
h& um video com a demonstracao do experimento de Franck-Hertz onde ha também este
depoimento), ele menciona que quando realizavam o experimento nao sabiam ainda do
modelo proposto por Bohr alguns meses antes. A motivacao do experimento era determinar
a energia de ionizacdo do atomo e nao verificar a quantizacdo dos niveis de energia. A
montagem experimental para o experimento de Franck-Hertz utilizada hoje em dia nos
laboratorios didaticos é vista esquematicamente na figura 4.8.

Elétrons sao emitidos pelo catodo aquecido C com energia cinética muito baixa. aplicando-
se uma diferenca de potencial V, entre o catodo e a grade G, o elétron é acelerado, tendo
sua energia cinética aumentada progressivamente até atingir o valor eV, nas proximidades
da grade. Entre a grade e a placa coletora P aplica-se uma pequena diferenca de poten-
cial retardadora AV, de modo que os elétrons devam ter, ao ultrapassar a grade G, uma
energia cinética minima (= eAV’) para poder chegar a placa P. Para pequenos valores do
potencial acelerador V,, a corrente de elétrons que chegam na placa coletora, medida pelo
amperimetro I é pequena. Isso é devido ao fato de que uma nuvem de elétrons lentos se
forma nas proximidades do catodo, pelos proprios elétrons emitidos. Essa distribuicao de
carga negativa gera um potencial elétrico que impede que outros elétrons sejam ejetados
do catodo. Ao se aumentar V,, elétrons da parte externa da nuvem sao acelerados em
diregao a grade, diminuindo assim o tamanho da nevem e permitindo que mais elétrons
sejam emitidos do catodo, de modo que a corrente medida na placa cresce a medida em
que V, aumenta.

] VIJ Vn — aF
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e T
b |
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Figura 4.8: Diagrama esquematico do equipamento utilizado na experiéncia de Franck-
Hertz

A realizacado da experiéncia se faz com a introducao de uma gota de mercirio no interior
do tubo, no qual se faz vacuo. Aquecendo-se o tubo a temperaturas de ~ 150 C, uma
pequena fracao do mercirio fica em forma de vapor, preenchendo todo o volume do tubo.
Os elétrons agora, entre o catodo e a grade, passam a colidir com os atomos de merctrio
ao longo do caminho. No caso de colisoes elasticas, sendo o atomo de mercirio muito
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mais pesado que o elétron, praticamente nao ha perda de energia dos elétrons nas colisoes,
nao afetando portanto o nimero de elétrons que chegam por segundo a placa. Entretanto,
na presenca de vapor de mercurio, ao se aumentar o potencial acelerador para um valor
ligeiramente maior que 4.9 V, observa-se que a corrente cai bruscamente. A interpretacao
para esse fato é que os elétrons, ao atingirem a energia um pouco acima de 4.9 eV (o
que ocorre nas proximidades da grade, para V, ~ 4.9V) colidem inelasticamente com os
atomos de mercirio, cedendo praticamente toda sua energia cinética. Portanto nao tém
energia suficiente para atravessar a regiao de potencial freador e atingir a placa coletora.
A conclusao inicial de Franck e Hertz é que o atomo estava sendo ionizado. Aumentando-
se ainda mais o potencial acelerador V,, os elétrons continuariam a “ionizar” os atomos
de mercirio, mas agora sobraria energia cinética suficiente para atravessar a regiao de
potencial retardador e conseguiriam portanto chegar ao anodo. Portanto a corrente I
voltaria a aumentar.

A surpresa foi descobrir que essa nao era a energia de ionizacao do mercirio, mas sim a de
excitacao do atomo de mercirio. Realmente, a diferenca de energia de 4.9 eV corresponde
a entre o estado fundamental (estado de menor energia) e o proximo estado de energia
(primeiro estado excitado) do Hg. Elétrons com energia menor que 4.9 ¢V niao podem fazer
colisoes inelasticas pois nao ha um estado disponivel para o &tomo absorver essa quantidade
de energia. No espectro do &tomo de merciirio, h4 inimeras raias, mas a mais intensa, fonte
principal da luz emitida pelas lampadas modernas de Hg, tem comprimento de onda de
2530 A, bem conhecido na época. Utilizando-se a relagdo de Einstein, F = hc/\ = 4.9
eV para esta raia do Hg. Franck e Hertz colocaram ainda o tubo com vapor de Hg, com
potencial acelerador V, = 4.9 V num espectrometro e observaram que o espectro continha
somente uma raia, a de 2530 A. A relacao entre os estados de energia quantizados e as
raias dos espectros atomicos estava definitivamente comprovada.

Na experiéncia de Franck-Hertz, se aumentarmos mais a tensao, como vimos a corrente
recomeca a subir. Entretanto, quando V,, ~ 10V, ela comeca a cair novamente. Os elétrons,
saindo do catodo, ganham, em algum ponto entre o catodo e a grade, energia maior que 4.9
eV, suficiente para poder fazer uma colisao ineléstica, transferindo 4.9 eV de sua energia
para o atomo de Hg. Continuam entao sendo acelerados e quanto chegam as proximidades
da grade, tém novamente energia cinética ligeiramente superior a 4.9 eV e colidindo no-
vamente inelasticamente, a energia restante nao é suficiente para atravessar a barreira de
potencial, e a corrente cai novamente. Isso se repete cada vez que a tensao de aceleracao
é ligeiramente maior que um multiplo de 4.9 V, conforme visto na figura 5.9.

Ha4 dois fatos curiosos sobre a experiéncia de Franck-Hertz. Nos tubos de Franck-Hertz
modernos, fabricados comercialmente para uso em laboratoérios didéaticos, as dimensoes do
tubo sao bem menores que as do tubo original, construido por Franck e Hertz. Nestes, a
pressao de operacao do vapor de Hg é bem maior que a do tubo original. Nessa condicao de
pressao, a probabilidade de colisao elastica de elétrons lentos com atomos de Hg ¢ enorme
e 0 gés se torna “opaco” para esses elétrons, com energia ~. 0.5 eV. Com isso, elétrons com
baixa energia proximos a grade, nao conseguem chegar a placa, mesmo que a diferenca de
potencial entre G e P seja aceleradora. Esse fato sobre as colisoes elasticas, desconhecido
na época, poderiam ter causado muitos problemas para Franck e Hertz comprovarem o
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Figura 4.9: Curva experimental de corrente x tensao de aceleracao no experimento de

Franck-Hertz (dados obtidos no Laboratorio de Estrutura da Matéria do
I[FUSP)
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funcionamento do método (ver D.R.A. McMahon - Am. J. Phys. 51, 1086 (1983)).

Outra curiosidade se relaciona com observacoes feitas pelos alunos da disciplina Labora-
torio de Estrutura da Matéria II do IFUSP em 1988, quando este que escreve era professor
da disciplina. Neste ano, as medidas de IxV, antes feitas manualmente, foram automatiza-
das, introduzindo-se um graficador eletromecanico. Isso deu uma significativa melhoria na
qualidade (precisdo) dos dados experimentais e pudemos observar que a diferenca de tensao
entre os picos, como os da figura 4.9 nao era constante, mas aumentava, & medida em que
a tensao de aceleracao aumentava. Passamos a coletar dados de todas as equipes, para se
obter valores médios com bom significado estatistico. Estava convencido que o efeito era
devido a erro sistematico introduzido pela inércia mecanica da pena do graficador. Logo
a seguir, passamos a utilizar uma placa de digitalizagao acoplada um micro computador
(Apple IT - os primeiros a surgir na USP) e o efeito continuou, embora nao houvesse mais
o problema de inércia do sistema mecanico. Para satisfacao de todos, no mesmo més quem
que observamos este efeito, foi publicado um artigo (G.F. Hanne - Am. J. Phys. 51, 810
(1988)) onde era previsto teoricamente a ocorréncia de um efeito semelhante ao que obser-
vavamos. Uma explicagao mais detalhada para este efeito serd dada no Lab. de Estrutura
da Matéria.

4.5 Regras de Quantizacao de Wilson-Sommerfeld

O impressionante acordo entre as previsoes do modelo de Bohr e os resultados experi-
mentais determinaram o imediato sucesso do mesmo. Entretanto, do ponto de vista de
uma estrutura organizada do conhecimento como se conhecia com a mecanica e o eletro-
magnetismo, a situagao da chamada “fisica quantica” era bastante cadtica. Planck havia
postulado a quantizacao da energia de um oscilador (E = nhv), Bohr agora introduzia a
do momento angular L = nh/2m, fazendo com que as energias das 6rbitas atomicas fossem
também quantizadas, mas com uma relacao diferente daquela encontrada por Planck.

Uma ordenacao parcial desse conjunto de novas idéias aparentemente desconexas foi
introduzida em 1916, por Wilson e Sommerfeld. Entao foi enunciada o postulado que ficou
conhecido como a regra de quantizacao de Wilson-Sommerfeld:

Para qualquer sistema fisico com movimento periodico, sendo p o momento associado a
coordenada de posicao q, tem-se a relag¢ao:

%pdq = ngh

A integral acima ja era conhecida da mecéanica e é chamada integral de acdo ou sim-
plesmente acdo. As varidaveis ¢ e p sao por exemplo x e p,, no caso de um oscilador
harmonico ou ¢ e L, no caso de uma particula descrevendo um movimento circular. Ve-
jamos por exemplo, o caso de um oscilador harmoénico de uma massa m sob acao de uma

forca F' = —kx. A equacdo do movimento é dada pela aplicacao da segunda lei de Newton:
d*x
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Cuja solugao z(t) é dada por:

z(t) = Asen(wt + p)

onde A é a amplitude do movimento, w = y/k/m = 27v a freqiiéncia angular e ¢ uma fase
que depende das condicoes iniciais. Por simplicidade vamos fazer ¢ = 0 no que segue. A
velocidade da massa m é dada por:

_dx
Cdt
e portanto, p, = mv, = mAw coswt. A acao correspondente pode ser entao calculada pela
exXpressao:

. = Aw cos wt

%pwdx = %(mAw cos wt) Aw cos wtdt = mA*w? ]{ cos® wtdt

observando que a energia do oscilador ¢ dada por E = kA% = Imw?A? e fazendo 6 = wt,
de onde df = wdt, temos:

2 A2 2w
]{Pdm - e A / cos”® Adf = Eﬂ'
0

w w

utilizando entao a regra de Wilson-Sommerfeld, temos

2nE
w

=nh = FE = nhy,

que é a relacao de Planck.

Analogamente podemos obter a relagao de Bohr. Um elétron descrevendo um movimento
circular e uniforme como no modelo de Bohr tem momento angular constante L = mur.
A coordenada associada a esse momento é o angulo de rotacao ¢:

h
degozL%dcpzZ%L:nh = L:n2—:nh
™

Essas regras de quantizacao propiciaram por exemplo a obtencao, pelo préprio Som-
merfeld, da chamada constante de estrutura fina para os espectros atomicos. Espectros
atomicos de alta resolugao mostravam que algumas linhas eram na verdade duplas ou tri-
plas, detalhes que sao conhecidos como estrutura fina dos espectros. Sommerfeld admitiu
a possibilidade de orbitas elipticas de diferentes excentricidades. Utilizando expressoes
relativisticas, uma vez que em o6rbitas de alta excentricidades os elétrons tém velocidades
muito maiores ao passar proximo ao nicleo, Sommerfeld obteve para a chamada constante
de estrutura fina:

1 e 1
o = -V
dme, he 137

(Nota: Recentemente, observagoes de detalhes de espectros atomicos produzidos por

galaxias distantes, mostraram uma constante de estrutura fina ligeiramente diferente da

91



Livro» Estrutura da Matéria (Universitario)
Autor: Roberto V. Ribas 20

4 O Atomo de Bohr

que conhecemos, indicando que as constantes fundamentais, como ¢,, €, h, ¢, podem variar
no tempo. Esses resultados precisam ainda ser confirmados).

Embora a regra de quantizacdo de Wilson-Sommerfeld fosse ainda muito limitada (s6 é
valida para sistemas com movimento periodico), foi um avango na compreensao dos sistemas
fisicos de pequenas dimensoes. Elas também nao explicavam a razao da falha de parte da
teoria classica ou o sucesso de outras partes (por que, por exemplo no modelo de Bohr a lei
de forgas de Coulomb era vélida, enquanto que as de radiagdo nao o eram?). Uma relacdo
entre os resultados cléssicos e os da teoria quantica foi ainda introduzida por Bohr, por volta
de 1923, segundo a qual “As previsoes da teoria quintica devem corresponder aos resultados
das teorias cldssicas no limite de grandes niumeros qudanticos”, conhecido como Principio
de Correspondéncia. Vejamos por exemplo o caso do atomo de hidrogénio. A freqiiéncia de
radiacao classica para o elétron em movimento circular é igual & sua freqiiéncia de rotagao
v, = v/2mr. Das expressoes que obtivemos anteriormente para v e r, temos:

1 e? A n’h?
= —: e r=A4ne,——
4dme, nh’ ° me2
de onde se obtém:
me* 1
Uy =

(47’[’60)2 2mwh3n3

A freqiiéncia prevista pela teoria quantica é dada pela diferenca de energia entre os estados
En [§] En_li

me? ( 1 1 )
V= ———FF— _———
(4me,)* 2h2h \n?  (n —1)°

_ me! ( 2n — 1 )
(4me,)” 4mhd \n2 (n — 1)
Para n > 1 (limn — o0) essa expressao fica:

me* 1

ve————
(47e,)? 2mh3 N

como no caso cléassico.

O conjunto de conhecimentos sobre a teoria quantica desde os postulados de Planck
até o principio de correspondéncia de Bohr é o que chamamos hoje de a “Velha Mecéanica
Quantica”. Veremos no proximo capitulo como as novas idéias introduzidas por Luis De
Broglie desencadearam o desenvolvimento de uma teoria completa, a Mecanica Quéantica
ou Mecanica Ondulatoria.
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1.- Um feixe fino de particulas o de energia 4.8 MeV incide normalmente num alvo de
Cu de 107* c¢m de espessura. A intensidade do feixe é de 10° particulas por segundo e
a densidade do Cu ¢ 8.9 g/em3. Quantas cintilagdes por segundo serdao produzidas pelas
particulas espalhadas numa tela fluorescente de 2x2 mm, colocada a 5 cm do centro do
alvo e numa dire¢ao fazendo um angulo de 60° com a do feixe incidente? (Este foi um dos
casos estudados por Geiger e Marsden).

2.- Uma bola de raio desprezivel colide elasticamente com uma esfera rigida de raio R,
sofrendo uma deflexao de angulo € com a direcao de incidéncia. Sabe-se que em relagao a
normal no ponto de colisdo, o angulo de incidéncia é igual ao de emergéncia. a) Mostre que
o parametro de impacto b e angulo de espalhamento estao relacionados por b = R cos(0/2).
b) Qual a se¢ao de choque para espalhamento em angulos maiores que 67 ¢) Qual a se¢ao
de choque total?

3.- Mostre que o ntimero de particulas espalhadas em um angulo © ou maior no espa-
lhamento Rutherford é dado por:

1\? 2Ze2\?
N(©) = (47T€o> mlpt (MUQ) cot“(©/2)

4.- A fracao de protons com 6 MeV espalhados por uma folha de Au, cuja densidade é
19.3 g/cm?, em angulos maiores que 60° é igual a 2- 107°. Calcule a espessura da folha de
Au, usando os resultados do problema anterior.

5.- Usando a formula de Bohr, calcule os trés maiores comprimentos de onda da série de
Balmer. Entre que limites de comprimento de onda esta a série de Balmer?

6.- Calcule o menor comprimento de onda da série de Lyman e o da série de Paschen.

7.- Utilizando o modelo de Bohr para o atomo de hidrogénio, mostre que durante a
transicao do estado n para o estado n-1, a freqiiéncia da luz emitida é dada por:

B 2m?mke? 2n — 1
v h3 n?(n —1)2

8.- A partir do resultado acima, mostre que quando n tende ao infinito, a expressdo
varia com 1/n? e se reduz a freqiiéncia classica emitida (sugestdo: obtenha classicamente
a freqiiéncia de revolucao do elétron numa orbita circular).

9.- Mostre que no estado fundamental do 4tomo de hidrogénio, a velocidade do elétron
pode ser escrita como v = ac onde a = (1/47e,)e*/hic ~ 1/137 ¢ a constante de estrutura
fina.

10.- Usando o modelo de Bohr, calcule a energia necessaria para remover o elétron
restante em um atomo de He ionizado.

11.- Mostre que a freqiiéncia de revolucao de um elétron no modelo de Bohr para o 4tomo
de hidrogénio é dada por v = 2|E|/hn, onde E ¢é a energia total do elétron.

12.- Observa-se que particulas o com energia cinética 13,9 MeV ou maior, incidindo em
folhas de cobre nio obdecem a lei de Rutherford (~ 1/sin*#/2). Estime o tamanho do
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ntcleo de Cu a partir dessa observacao, supondo que o niicleo de Cu permanece fixo na
colisdo com as particulas . 621071° m

13.- Calcule os comprimentos de onda das trés primeiras raias da série de Lyman do
atomo de hidrogénio.

14.- a) Construa o diagrama de niveis de energia para o fon Het (Z=2). b) Qual a
energia de ionizagao para o He™?

a) B, = —54,4/n? éV b) 54,4 eV

15.- Qual o raio da primeira orbita de Bohr para a) He™, b) Li*T e ¢) Be3*?

e+ = 0,0265 nm, rp,2+ = 0,0177 nm, rg.s+ = 0,0132 nm

16.- a) Calcule o maior e menor comprimento de onda para a série de Paschen. b)
Determine as energias dos fétons correspondentes.

a) Apar = 1874 nm Ay, =820 nm b) E,in =0,663 eV Eer = 1,52 €V

17.- Um atomo de hidrogénio esté em seu estado fundamental (n=1). Usando o modelo
de Bohr para o atomo, calcule a) o raio da orbita, b) o momento linear do elétron, c)o
momento angular do elétron d) a energia cinética, ¢) a energia potencial e f) a energia
total.

a) 0,0529 eV b) 1,992107%* kg.m/s ¢) 1,0521073* kg.m2/s= h

d) 13,6 eV e) -27,2 eV f) -13,6 eV

18.- Um elétron inicialmente no estado n=3 de um atomo de massa M com 1 elétron
em repouso, faz transi¢ao para o estado fundamental n=1. a) Mostre que a velocidade de
recuo do atomo devida a emissao do foton é dada aproximadamente por v=8hR/9M, onde
R é a constante de Rydeberg. b) Calcule a porcentagem da energia de transi¢ao 3->1 que
é carregada nucleo de deutério em recuo.

b) 3,221078%

19.- Um elétron com energia menor que 100 eV colide frontalmente (e elasticamente) com
um atomo de Hg em repouso. a) Se o elétron inverte sua dire¢do de movimento, mostre
que o elétron perde apenas uma pequena fracao de sua energia cinética inicial, dada por:
AE.JE. = 4M/[m(1 + M/m)?]

onde m é a massa do elétron, M a do Hg. b) Usando os valores conhecidos de m e M,
mostre que AE./E. ~ 4m/M.

20.- Calcule o parametro de impacto para o espalhamento de uma particula o (E=7,7
MeV) por ouro em um angulo de a) 1°e b) 90°.

a) 1,69-107?m b) 1,48-107m

21.- Um feixe de particulas o de 8 MeV é espalhado por uma folha fina de ouro. Qual a
razao entre o nimero de particulas o espalhadas a 1° e o nimero das espalhadas em angulo
maior que 2°7

22.- Para alvos de aluminio (Z=13) e ouro (Z2=79), qual a razao de particulas « espa-
lhadas em um angulo qualquer, para um dado ntimero de particulas incidentes?

36,2

23.- Em um experimento feito espalhando-se particulas o de 5,5 MeV em uma folha fina
de ouro, estudantes encontraram que 10000 particulas « sao espalhadas em um angulo
maior que 50°. a) quantas particulas « serdo espalhadas em angulo maior que 9007 b)
quantas serao espalhadas entre 70° e 80°7
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a) 2170 b) 1347

24.- Estudantes querem fazer um experimento usando uma fonte muito forte de particulas
a de 5,5 MeV que serao espalhadas por uma folha fina de ouro. Eles querem conseguir
uma taxa de de 1 particula/s a 50°, mas o detector que utilizam é limitado a uma taxa
méaxima de 2000 particula/s. O detetor empregado subentende um pequeno angulo solido.
O sistema de medidas podera ser empregado para medir a taxa a 6° sem modificacao?

25.- Os raios nucleares do aluminio e ouro sao aproximadamente r—3,6 fm e 7,0 fm
respectivamente. Os raios do proton e da particula a sao respectivamente 1,3 fm e 2,6 fm.
a) Que energia de particula « seria necessario para que as superficies nucleares se toquem
em uma colisao frontal? b) Qual a energia no caso de protons? ( calcular para aluminio e
ouro)

a) Al: 6,04 MeV, Au: 23,7 MeV b) Al: 3,82 MeV, Au: 13,7 MeV

26.- Calcule a velocidade e a aceleracao radial para um elétron no atomo de hidrogénio.
Faca o mesmo para um atomo de Li™™.

27.- Calcule o momento angular em kg.m /s para a érbita eletronica de menor energia no
atomo de hidrogénio.

28.- Use os valores conhecidos de ¢,, h, m, e e calcule as seguintes quantidades (com 4
algarismos significativos): he, e?/4me, (em eV.nm), mc?(keV), a, (em nm) e E, (em eV).

1239,8 eV.nm, 1,4400 eV.nm, 511,00 keV 5,2918210 *nm, 13,606 eV

29.- Um atomo de hidrogénio em um estado excitado absorve um f6ton de comprimento
de onda 434 nm. Qual o estado inicial e final do atomo?

n=2 e n=>5

30.- Qual é a energia de ligagao calculada para o elétron no estado fundamental do a)
deutério? b) He™? ¢) Bett*?

a) 13,6 eV b)54,4 eV ¢) 218 eV

31.- Um atomo de hidrogénio existe em um estado excitado por um intervalo de tempo
da ordem de 1078s. Quantas revolucoes faz o elétron no estado n=3 antes de decair?

2,44210°

32.- Um &4tomo muodnico consiste de um mion (mc? = 106 MeV, carga = -e) no lugar do
elétron. Para o mion no atomo de hidrogénio, calcule: a) o menor raio. b) A energia de
ligagao do estado fundamental. ¢) O comprimento de onda limite para as trés primeiras
séries espectrais.

a) 2,842107m b) 2535 €V ¢) 0,49 nm, 1,96 nm, 4,40 nm
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