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A Gtica geométrica é o limite da 6tica ondulatéria para A = 0. Na realidade, a 6tica
geométrica € uma aproximacdo que vale quando a difracdo é desprezivel. Isto
ocorre quando os obstaculos que as ondas de luz encontram tém dimensdes
grandes em relacdo ao comprimento de onda delas. Uma maneira de garantir que

isto sempre se verifiqgue € tomar ondas de comprimento bem pequeno. Por isso se

diz “'no limite A =0".

Equacdes de Maxwell

Suponhamos que a propagacédo da luz se dé em um meio material simples, descrito

por uma constante dielétrica € e uma permeabilidade magnética . Se o meio for

7=0 p=_0
homogéneo e se e , teremos as equacdes de onda
.- 18E
VE — — =0 (1018)
v2 ot
para o campo elétrico, e
..~ 10°B
V°BE — — (1019)
v? gtz
com
c
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Estas equacdes seguem diretamente das equacfes de Maxwell, como vimos

anteriormente. Se a onda for monocromatica, a dependéncia temporal sera

E—iwi‘

e a equacao 1020 fica

= wj —

VE+—=E=0 (1020)

i
k== e

e, pondo , temos

VE4+KE=0. (1021)

Vamos nos restringir a ondas escalares, ou seja, vamos ignorar que 0S campos Sao
vetores. Perderemos com isso toda a variedade de fendmenos associados a
polarizagdo. No entanto, muitos fendmenos, aqueles que s&o diretamente
associados ao carater ondulatério, ao fendbmeno da interferéncia, serdo ainda

razoavelmente descritos. Seja uw 0 campo escalar (por exemplo, uma das

componentes de E). A equacéo é

T+ Ku=0. (1022)

A equacéo do eikonal

Vamos procurar solugdes da forma

u = AeikoS (2023)
kU = % r,y,< .
com ,onde A e S sdo funcbes de que variam lentamente e que
kg
nao tendem a oo quando cresce.
du a5 dlog A
= (ikoume + u—s) (1024)

Az dx dx


http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/indice/

Autor: Henrique Fleming

d°u 5 05, . log A , d*log AS . 8°5
E = {—I‘IUH(%}] —EJEIUU, 8;; J +H 83 E“‘Ekntﬂaxj
, 95 dlog A dlog A, 5
+ zkuuar 52 +uf 5. )+
8% log A
+tu ox? }

com termos analogos para as derivadas em e z. Assim, temos

8S., 8S., 85,

Viu = {=keul(z) + (3, + (37)7+

.
+ 2ekou( dx 8x+ dy 3y+ 0z 5:’]
. (835'4_835'_'_835"_'_
+ thou dz? = oy? ::3’]
dlog A, dlegAd ,  dlogA ,
b ul(CEy - (R (P
8log A log A 9Clog A,
+ uf 5+ N + 5= )}

Isto pode ser abreviado assim:

dlog AdS OlogAdS 3logA85'x+

+ (1025)

(1026)

(102

V* = —kuVS.VS+2ikouV log A VS+ikguV S+uVlog AVleg A+t 7

Logo, a equacéo fica:

(1028

k= kgVS.V5—2ikeV log AVS—ikoV?5—Vleg A Vieg A=Vilog s~y

ou ainda,
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k?

— — 2' — — ] — - ]_ — — 1 —+ -
VS VSV log AVS—— V25— —Vlog AV log A—— VLo (1929
kf_]. in kn ka ka )
kg — oo
No limite , temos
V5.VS =n’ (1030)
e
Zi — — ]_ —
—(Vieg AVS + E?*S) =0 (1031)
i
de maneira que as equacdes sao:
— — ]_ =
que s&o as equacdes basicas da 6tica geométrica.**
Exemplos mn é constante
V5VS = cte
de onde segue que ‘ﬁ'S = cte, ou seja,
S =nlar+ Gy +~z2)
Neste caso
V5 = n(aﬁ'x + _,Sﬁ'y + f}'\fj’:) = n(cuz_"—l— 87 + ,}g)
e
VSVS =n’(a®+ #+9%) =n (1034)

Logo,
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at+F +47=1, (1035)

e as superficies

S=nlar+ 0y +z) = cte. (1036)

sdo planos. Ora, as superficies S5 = cte. sdo as frentes de onda, logo a

propagacdo aqui descrita é a de ondas planas. Note-se que, se m é um vetor
F =zt +yj+ zk

unitario, isto é, se n.7 = 1, temos, com ,

AF =mn,7+n,y+n.z

ni—l—ni+n§=l

ny=na nNy=n8 n.,=n
Comparando com a Eq.(1037) vemos que , e , razao
g A

4

pelaqual &, e sdoo0s > cosenos diretores" da direcdo 7.

Dois meios homogéneos

Vamos ver agora o casode dois meios homogéneos separados por um plano
em = = 0 Temos

as ., as . as . ki,
24 (922 (Y22 2 - 1037
(G2 +(5, )+ (50 = () paraz <0 (1037)

S ., 05, 05, |k,
(g) 4_(%) +(5:) _(kn) parax > 0 (1038)

Seja 5 um plano cuja normal ndo tem componente ao longo de z. Entdo

k1

L0

S(r,y) = —(zcosfy+ysinb) z <0 (1039)
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k-
S(z,y) = Pd (xcosby+ysinby) z >0 (1040)
o
Para =z =0,
k k-
k; ysinf, = k; Y sin 64 (1041)
ou
n, sinf; = n. sin f, (1042)

que é a lei de Snell-Descartes.

Simetria esférica

Considere a seguinte solucdo da equacao do eikonal, dotada de simetria esférica:
5 =nr (1043)

n=|a r=]|f V5 =nVr=nt L
onde e . Temos e, portanto, VS.VS = n?.
As superficies S = cte. sdo, neste caso, as superficies r = cte., ou seja, as
frentes de onda sdo superficies esféricas com centro na origem. Para que se trate
verdadeiramente de uma solucdo da equacdo do eikonal, € preciso ainda que a
Eq.(1035) seja satisfeita:

—+ — ]_ =
Vg AVS = —=V°5 (1044)
Ora,
— = —+ r ]_ ol —']_
VVS  =Vi.(nl=n{-VF+FV-}
T T T
3 7 301
= ”{; + T-(—T—)} = n{; - ;}
_
N T
ou
V25 =2 (1045)
T

E necessario entdo que
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\Y log Avs=-C
T
ou, que
v log Al =T
T T
Segue entao que
Vieg A7=—1
Portanto,
- R
r2
ViegAd=1iVA=-2%
Mas e, consequentemente,
1
A=~ (1047)
T

Podemos entdo construir a onda u = Ae*” (ver Eq.(1025)).

1 . 1 . —
2y = _Eaﬁ:.;.nr — _Eaﬁ:r — Eavﬁ:—:r (1048)

T r

que é a parte espacial de uma onda esférica.

Curvatura dos raios de luz

s)
Considere a curva descrita pela extremidade do vetor , onde s é o

—

comprimento da curva. Seja £ o vetor tangente a curva em cada ponto. Se a curva
for uma reta, a tangente em todos os pontos tem a mesma direcdo. Em curvas que
nao sdo retas, a tangente “gira” quando se percorre a curva. Este movimento da
tangente é usado para definir a curvatura de uma curva como o vetor

o %8 (1049)

ds
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[
Fi,
[ 2]
ll

—
5 =

(2]

ds
Como o vetor tangente € , vemos que a curvatura é , OU seja é a

“aceleracao”, se s for tomado como o tempo.

Considere, por exemplo, um circulo, de equacao . Temos
r = HKRcosf
y = Hanf
dr = —Hsinfdf

dy = Hcosfdf

e segue facilmente que

2 a

ds® = R°sin” 8d#° + R° cos” 8df° = Rd6*

ou,
ds = Rd#
7= Rcosfi + Rsinfj
Como , temos
dr df - df -
5= d_: = —Rsinﬁai + Rcosﬁaj
que da
F=—sinfi+cosb;
Para a curvatura entio temos:
—+ d_. ]_ —+
K= d—z = ——(— cos 6d6i — sin thetadd)

ou

—

i-_= (1050)

===

A curvatura €, entdo, um vetor, cujo médulo é

1
K=—
R
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A curvatura do circulo é tanto maior quanto menor o raio, 0 que mostra que a
definicdo acompanha ai deia intuitiva.

Voltemos ao caso geral. Como o vetor tangente £ tem médulo 1%, de 5.5= 1
segue que

d—h
720 (1051)
ds
ds ds
] ds ) - ds )
ou seja, € perpendicular a £. Logo, pode ser escrito na forma

ds -

— =Ax5 (1052)

ds

—

onde A é um vetor a determinar**De fato, considere o vetor

A=arots (1053)

%=arot§'><§'
5

onde a é uma constante. Temos e

= = . ! .
ds)_ _ g5 _ Osi dz = Os: s = (545;)5'! (1054)

(

ds”' ds  Ozlds 84
enquanto
(Tﬂtfx 5_')5; = E,;j;ﬁ(?‘c}t@js_}; = Eijkfjgm(agSm)Sk
= (Jribim — Okmbu)(O15m) 5k = (O15:)51 — (Oisk)sk
(O:si)si = 30:(5)°

e o ultimo termo € nulo, pois ,e 5.5 = 1.Consequentemente,
d—t
2 rotixF (1055)
ds

Até agora falamos genericamente de curvas. Consideremos agora curvas que sejam
raios de luz. Como vimos anteriormente, os raios de luz sdo ortogonais as
superficies S = cte., ou seja, tétm, em cada ponto dessas superficies, a direcdo

de ﬁ'S. Em simbolos,
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1
5=-V5 (1056)
Dai decorre que

rot(ng) =0 (1057)

rot grad = (
onde usamos o fato conhecido . Da Eq.(1059) segue que

e, portanto, que

ds 1 -
d_z = E(S x Vn) x 5
ds ,
nd—z = (FxVn) x5
= (55)Vn— (5Vn)s
e, finalmente,
nK = Vn— (5Vn)5 (1058)

onde K é o vetor curvatura do raio. Uma consequéncia imediata da Eq.(1060) é
que em meios homogéneos ( n constante) a curvatura é nula, e 0s raios sdo retas.
Uma outra aplicacdo € a seguinte: quando o Sol estd muito baixo, no nascente ou no

poente, 0s raios que atingem um observador sdo aproximadamente horizontais. O

indice de refracdo da atmosfera diminui com a altitude, logo Vn aponta para o

centro da Terra, ou seja, é vertical. Entdo, na Eq.(1060), o segundo termo do

segundo membro € muito pequeno. Conclui-se que a curvatura desses raios é

paralela a Vn, apontando para o centro da Terra. Os raios, isto é, se curvam para
baixo. Em consequéncia, o observador, que interpreta sempre 0 raio como uma reta,
“v&” 0 Sol mais alto do que esta na realidade. De fato, isto explica por que se Vvé o

Sol ainda um pouco depois de ele ter se posto.

Lentes esféricas
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No tratamento elementar da Otica geométrica obtém-se, por construcdes

geomeétricas utilizando a lei de Snell-Descartes, a equacao

— == (1059)

sendo a a distancia do objeto a lente (supostamente de espessura desprezivel), b

a distdncia da imagem a lente, e  a distancia focal da lente, que é dada por

1 1 1
—=n—-1)(=—+
7= (=D + R
R, K-
sendo n o indice de refracao do vidro, e os raios das superficies esféricas

da lente. O significado de  pode ser obtido facilmente da Eq.(1061): tomando-
se a = oo, tem-se

(1060)

o | =
"'-.,hll_'.

gue mostra ser  a distancia a que se forma a imagem quando o objeto esta no
infinito. Na Eq.(1061) a lente é suposta de espessura zero, e a distancia a lente é

confundida com a distancia ao centro da lente.

Vamos tratar esse problema com o uso da equacao do eikonal. Ndo havera qualquer
dificuldade em tratar o caso de lentes espessas, e o caminho estara aberto também
para o tratamento de lentes cujas faces ndo sejam superficies esféricas. O ponto F

y=10
da figura designa a posi¢éo do objeto, de coordenadas = = 0, e z=0.0

eixo z é a direcdo de incidéncia: é a reta que une F ao centro da lente, O.

Um raio partido de F e incidente sobre a lente, encontra-a no ponto 1,

R,
pertencente a uma superficie esférica de raio (a primeira face da lente). O

o , y="0
centro dessa superficie esférica estd no ponto de coordenadas z = 0,
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r=a+ R]_ Yy = 0
, As coordenadas de T sdo x =0, , = =a. Um ponto
z=a+( la| = |¢
vizinho a lente tem coordenada , com
As ondas esféricas emitidas de F tém o eikonal
s=nr= n\/xE + y* 4 =2 (1061)

com n = 1 (regido externa a lente), ou seja, mais explicitamente,

5= \/ﬁ + y2 4 z* (1062)

Perto da primeira face da lente o eikonal &

S=\w+y>+(a+()

Restringindo-nos a pequenas aberturas, basta considerar valores pequenos de x

e . Entéo,
5= \/(a +C)2+ a4y =, |(a+C)2 (L + s _yi) (1063)
(a+¢)?
. z? 43 . 2’ +y°
= (a+() |1+ =~ e+ )1+ =)
(a+¢)? 2(a+¢)?
ou seja,
S—a+¢+ I Y (1064)
2a
A equacdo da superficie da primeira face da lente é
r+y +(z—a—R) =k, (1065)

Podemos agora resolver o problema da primeira refracéo na lente.

A primeira refragao
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A figura mostra um raio saindo de F e incidindo sobre a lente, e o raio refratado

(que existe sO dentro da lente). Prolongando-se o raio refratado até que atinja o eixo

@1 e,

da lente, determina-se o ponto . Esse raio, , existiria se a propagacao se
desse num meio homogéneo de indice de refracdo igual ao da lente, n. O eikonal

do raio refratado &, entdo,

5 =n\/x3—|—y3—|—(:—a—|—r)3 (1066)
: 1 y=0 z=—(r—aq)
pois as coordenadas de sdo =z =0, , . Para pontos
z=a+¢( la| = |¢
préximos a primeira face da lente temos , com . Entao,
S=n\/x3—l—y3—|—(r—|—(:)3 (1067)

ou, aproximadamente,

LT
S=n(r+{+ z—y) + 54 (1068)
T
So
onde € uma constante. Em geral essa constante aditiva € desnecesséria,

embora esteja sempre presente, ja que, sendo a equacdo do eikonal uma equacéao

para V.5, se um S é solucéo, também o sera, sendo uma constante

arbitraria. Neste problema que estamos estudando, imporemos a continuidade do

eikonal numa determinada superficie, e, para isso ser possivel, € necessario incluir
So

0 :

A condicao de contorno € que o eikonal (a fase!) varie continuamente ao atravessar

a face da lente. Se isto ndo |lhe parece intuitivo, note que € sob essa condicdo que

se obtém a lei de Snell-Descartes para a refracdo numa superficie plana, o que pode

ser considerado uma “verificacdo experimenta™ do fato. Para pequenas aberturas os

pontos que satisfazem a Eq.(1067) da superficie sao tais que


http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/indice/

Autor: Henrique Fleming

R > |¢
ou, como y

ou ainda,

{a+C+

que leva a

x3_|_y3 x?_‘_yﬂ x?_‘_yE .2:‘3 +y3
a-+ + =nr+Sy+n +n
OR, 2a o OR, o

ou seja,

S5p+nr=a

1 1 n n

2R, "2 2E, T2

ou ainda

n—1 1l n
H; a T
Esta equcao resolve o problema da refracéo por um dioptro esférico.

A segunda refracéo

K-
A equacéao da segunda face, se é oseuraioe ' oseucentro, é

(1069)

(1070)

(1071)

(1072)

(1073)

(1074)

(1075)

(1076)
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(#—zc)* + (y— ye)* + (= — z¢)* = R? (1077)
ou
4y +(z—(Ry—a—d))*= R3] (1078)
Para pontos proximos a segunda face, temos
z=a+d+¢
|C] << |a +d]
com . Entao,
' +y +lat+d+(=(a+d— R))=FR; (1079)
ou
" +y +(C+ R, =R; (1080)
¢
e, usando o fato de que € pequeno,
] ] ! 2(: ] ]
x‘—l—y‘+R§(l+R )- = R3 (1081)
e, finalmente,
+y + 2R, =10 (1082)
gue podemos por na forma
_ T4y
(= — R, (1083)
O eikonal do segundo raio refratado &
S = —1|v,-“’x2 +y? + (2 — z0,)° (1084)

<0 =a—|—d—|—b
onde , 0 que da

5'=—1|.3F9:3—|—y3—|—(::—a—d—b]3 (1085)



Autor: Henrique Fleming

O sinal (-) é devido ao fato de se tratar de uma onda esférica que esta se contraindo
O
para o ponto . De fato, uma onda esférica que sai da origem é

Eil: kr— wi‘}l

T

ao passo que uma onda esférica que chega na origem € dada por
Eﬂ: —kr—uwt)
T

Perto da segunda face da lente, temos

S=—\z>+y* +(a+d+(—a—d—b) (1086)

ou

g = —\/xz—l—y?—l—((:—b)j (1087)

Para pequenas aberturas,

-1 r? +y°
5 - —J(b P+ 2
i z® 4y’
= —- 00+ 55
i 3+ 2
- g
ou
S=—{b—c§+x3;;y3} (1088)

O eikonal do primeiro raio refratado, quando ele atinge as proximidades da segunda

face da lente, é

S'=n/@+y 4 (a+d+(—atr) (1089)
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onde resolvemos denota-lo por S’ para distingui-lo do eikonal do segundo raio

refratado. Temos, apos uma simplificacao,

5 = nah.fx3—|—y3—|—(t:—|—d= r)? (1090)

Para pequenas aberturas,

¢ w7 I3+y3
S = +d+ ) (1 + -
RJ(T St
‘ 4yt
= nlr+d+¢)(1+ Y -)

ou, finalmente,

T +y*
S=nlr+d++-—— 1091
( "t or+a) (1098)
Devemos entao ter, na segunda face,
Ij +y3 .25‘3 +y3

n(r +d+§+m+3n]3@=—(b—f;+ b ) Sup (1092)

onde o calculo deve ser feito para os pontos da segunda superficie da lente, ou seja,

para

C=— (1093)

Temos entdo

+y 4y ‘ T4yt
d— —+ Sy) =—(b 1094
n(r + R, Tapga T T Ty ) (09

&

gue da as equacbes

nr4+nd 4nSy + b= 10 (1095)
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e
- i ! 4--5q =0 1096
2R,  2(r+4d) 2R, 28 (1096)
ou
n—1 1 n
= —+ (1097)

A equacéo dos focos conjugados
A solucdo do problema consiste

eliminar r. Da EQ.(1097) temos

em combinar as E@gs.(1097) e (1099) para

r 1
T 1 _ a1 (1098)
a Fi
e, da Eq.(1099),
r+d 1
= 21 1 (1099)
”’ E: b

d 1 1
(1100)

que é a equacdo dos focos conjugados para uma lente de espessura d e para

pequenas aberturas. Se d = 0, obtém-se

1 1 1
(1101)

1
+y ==+ =

B

gue € a equacao usual, para lentes delgadas.
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