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Operadores e suas representacdes matriciais

o

Seja © um operador linear num espaco vetorial E sobre os

, . {é;} E:=]_,...,?‘L
numeros complexos. Seja , com , uma base desse

o~

espaco, que, portanto, tem dimensao n. Aplicando-se © a um

—

=
elemento da base, por exemplo, , tem-se um novo vetor do

espaco, que pode ser expandido na base dada. Esta expansao é

escrita
N B} (868)
OEI; = Z}-=1 OJEEJ
Oji: ;
onde os sao numeros complexos, denominados elementos de
o4 {e:}
matrizde O na base :
Seja Z um vetor qualquer de E, tal que
T=> ve . (869)
i=1
Temos
OF = éZl',;é;; = Zt';éé;; (870)
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e, usando (869),

o B} (871)
Ov =31, 30 viOje;

A equacao (872) mostra que, de posse dos elementos de matriz

o~

de O, é possivel determinar a acao deste operador sobre qualquer
vetor. Ou seja, escolhida uma base, o operador pode ser substituido
pelo conjunto de seus elementos de matriz. Convenciona-se

escrever o conjunto desses elementos de matriz da seguinte forma:

Ou On ... On
O = On Oxn ... O (872)

Onl Onﬂ Onn
Uma segunda maneira de ler a eq.(872) é : as componentes do

vetor Ot em relacdo a base dada sdo os numeros complexos

(él_'.)j = i@jgl'g (873)
i=1

Se representarmos os vetores por matrizes coluna cujos elementos

sao as suas componentes,

T " (874)

i)

podemos representar a acao de um operador sobre um vetor
assim:

Opn O o Oy S}

On Oxn ... O e

O = 2

Onl Orﬂ e Onn Un

(875)
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onde, para calcular o segundo membro, usam-se as regras de

produtos de matrizes usuais.
O leitor, como exercicio, podera mostrar que a representagao

0,0, O, O,
matricial do operador , produto dos operadores e , €

dada pelo produto, no sentido de matrizes, das matrizes que

O, O,
representam e , hesta ordem. Recordemos que o produto
Aa:j Bi}' ,
das matrizes A, de elementos e B, de elementos , € a
matriz de elementos
(AB)y = 3 AuBi, (876)

k=1

regra que pode ser obtida facilmente da equacao (869).

{f}

Seja uma segunda base. Podemos escrever

Of: =3 (04),; f; 877)
=1

enquanto que, em relacdo a primeira (para o mesmo )

O&: = (0.),, & (878)
4=1
O, O, .
onde indicamos com e as matrizes que representam O nas
{f:} &} o; O,
bases e respectivamente. As matrizes e

representam o mesmo operador em bases distintas. Matrizes com
esta propriedades sao ditas equivalentes. O que caracteriza matrizes

equivalentes?
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Transformacgodes entre bases
Um elemento qualquer da base (f) pode ser expandido na base (e):

= frmifm (879)

e analogamente,
€= Grsfr (880)

Logo, segue que
€= Gsfr = G5 D frurlm (881)

ou

E.= (Z fm,g”) Erm (882)

de onde segue, imediatamente, que

(883)
Er fmrgrs = t5:!".!".!-.'.1'
Invertendo os papeis das bases (e) e (f), obtém-se, da mesma
maneira,
(884)
Em grmfmil = 5”'
. . . ~ fmi: .
Seja F a matriz cujos elementos sao , € G aquela cujos

gr

elementos sd0 . Entdo as equacoes (884) e (885) sao escritas,

respectivamente,

FG=1 (885)

GF=1 (886)
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Quando, entre duas matrizes, existe este par de relagdes, uma é o

inverso da outra. Ou seja,

c - 1 (887)
ou, equivalentemente,
Pl (888)
A condicdo necessaria e suficiente para que uma matriz tenha
inverso é que seu determinante seja diferente de zero.
Matrizes equivalentes
Oy, O, .
Sejam e duas representacdes matriciais do operador O, ou
seja, duas matrizes equivalentes. Temos
s - = (889)
Ofi = 2;(04);, F; = £, (04);; = fis8i
Por outro lado,
T . . . (890)
Of O f i€m = Em fmiioem = Em fmii E.! (O:)gm l
Igualando (890) e (891), temos
> f15(O5);: = 3 (Oe) , fom (891)
7 ™
ou, na linguagem das matrizes,
FO;=0.F (892)

ou, na forma mais comum,
O, = FOfF_l (893)
Em palavras, duas matrizes A e B sdo equivalentes se existir uma matriz néo-

singular (isto é, que tem inversa) F' tal que
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A=FBF™ (894)
Uma relacdo desse tipo entre matrizes A e B é dita também uma
transformacao de equivaléncia, ou de semelhanca. A riqueza de sinbnimos revela

a idade do problema!

Exercicios:

1. Mostre que, se o operador J possui inverso e se a representacdo matricial

dele em uma determinada base é a matriz A, entdo a representacdo matricial

-

de O~ ! nesta mesma base é a matriz A~
2. Mostre que duas matrizes equivalentes tém o mesmo traco e 0 mesmo
determinante. Por isso essas duas quantidades s&o ditas invariantes de uma

matriz.

Autovalores de uma matriz
. U= 0
Sejam O um operador linear e um vetor tais que

OF = \o¥ (895)

—

onde X é um numero complexo. Diz-se que L é um autovetor

de O, e que A éum autovalor de O. A equacdo acima pode ser
escrita assim:

(896)

Suponhamos que o operador tenha inverso, denotado por
) o £ _1
U=(O—AQ
. Entao, aplicando-se U a esquerda de (897),
temos

ﬁ(@—kﬂf=f=0 (897)
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0 que é absurdo, pois X, como autovetor, deve ser nao-nulo.
(0—-Al)

Conclui-se que o operador é singular, ou seja, ndo tem

inverso. Em consequéncia, suas representagdes matriciais também

nao terao inverso.

A versdo matricial da eq.(897) é

55 (O — Ady;)v; =0 (898)

O L7
7, .
onde € o0 elemento da matriz ©, que representa o

5 ij
- 3, .
operador Uem alguma base, e e o elemento da matriz que

o

representa o operador 1. Em consequéncia da conclusdo acima, o
primeiro membro da eq.(899) deve ser uma matriz singular (sem

inverso). Logo, devemos ter

(899)

det (O, — A0,;) =0

i3 17

gue é uma maneira simplificada de dizer que o determinante da
Oy — Ad;

Mmatriz cujo elemento genérico & € zero.

Esta equacdo, A sendo a incognita, € uma equacédo algébrica de ordem igual a
dimensdo n do espaco, ou, 0 que € o mesmo, igual a ordem da matriz. Em
principio tem n solugbes, mas ndo necessariamente distintas. Estas solu¢des
sdo os autovalores do operador, e sdo também chamadas de autovalores da
matriz que representa o operador. A equacao (900) € conhecida como equacgao

secular.

Diagonalizacdo de uma matriz
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Neste capitulo, diferentemente do que ocorreu nos anteriores, omitiremos 0s
sinais de somatdria, usando a convencéao de que indices repetidos indicam a

soma sobre todos os valores desses indices.

Azﬁj )\1

Seja A uma matriz, de elementos , que sdo numeros complexos. Seja

um autovalor da matriz A . Isto quer dizer que existe L tal que™®

Av = T (900)
ou
Apvy+ A+ A, = A1ty
1'-113?_'1 -+ Agj?_'j +.. ..+ Agnl'n = ,}';1?_'3
Ay + Aopva + 0+ Ay, = A1tn (901)
Uk Ak
Mais geralmente, seja 0 autovetor correspondente ao autovalor ,
1'-1?__";; = )&;E?__";F (902)

Escrevendo a relacdo acima em componentes, temos

(AT ), = A (7)), (903)
ou
A (1), = A (Th), (904)
Considere a matriz cujos elementos sao
pik = (%), (905)
entdo

Ay (fk:lj = Ai;pik = APk (906)

ou, definindo a matriz diagonal A, de elementos
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il‘i!;j = }'jd‘ij (907)
(Ap)s = (pN) (908)
ou, COmMo uma equagao matricial,
Ap = pA (909)
p pt pl
Se amatriz  for inversivel, isto €, se existir , obtemos, aplicando a
esquerda,
910

A matriz A foi transformada, por uma “transformacdo de semelhanca”, numa

matriz diagonal. Seja Ao operador linear que, em relacdo a uma determinada
base, possui a representacdo matricial A . A equacdo (211) mostra que, no caso

e

P . . .
de  possuir inversa, existe uma outra base na qual A é representado pela
matriz diagonal A.

P :
Que matrize ? Sejam

Vi1
Vo

-1

ra
b
Il

Ukn

os autovetores de A, para k = 1...n. Seja a matriz construida justapondo-se

essas matrizes colunas designada por v. Entéo

11 tUm Unl
Uiz taz ... U2

v = " (911)
Uin Uzn v Unn

p
A matriz  é atransposta de v, ou seja,
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Uiz Uiz Uln
Vo U2z .0 12
p= " (912)
Vnl Un2 v Unn
-1
- ~ Ve - - - - P ’ -
Condicado necessaria e suficiente para que exista € gque o determinante

P
de seja diferente de zero. Ora, uma condicdo suficiente para que o

determinante de uma matriz seja ndao-nulo é que suas linhas sejam linearmente

| | P Ui |
independentes. Como as linhas de  sdo os autovetores , conclui-se que

-1
P
uma condicdo suficiente para que exista é que os autovetores de A sejam
linearmente independentes. Um corolario é que, se A é hermiteana, ela é
diagonalizavel, pois o conjunto dos autovetores de uma matriz hermiteana forma

uma base, o que significa que os autovetores séo linearmente independentes.

Exemplo
Diagonalizar a matriz complexa®’

-

A equacdo secular (900) é, neste caso,

0 1 1 0 —A 1
el (2 5) () (P H)ms

A 1=0 (915)

01
X 0)' (913)

ou

cujas solucdes sao

A==l (916)
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Entdo a matriz, quando estiver na forma diagonal, sera
1 0
. 917
(50 17

Contudo, vamos construir explicitamente a transformacédo de semelhanca que
leva A aforma diagonal. Para isso precisamos determinar os autovetores de A
)'n.]_ == +l )‘.3 = —]_

. Seus autovalores ja foram determinados: séo e . Temos
U; A
Seja 0 autovetor associado ao autovalor . Entao,
AR = Ao (918)
A, = Aots (919)

—

vy
Denotando o vetor pela matriz coluna

temos, para (920):

J(e)- ()

(Er)=(62)

Como a igualdade de matrizes implica na igualdade, um a um, dos termos de

mesmos indices, temos

(v1)a = (v (922)
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(vih = (v1)a (923)

A solucdo mais geral dessas equacdes é a matriz coluna
— Ifl
a

onde a é qualquer numero diferente de zero. Esta ambiguidade era esperada,

—

pois, pela linearidade dos operadores em questdo, se . é um autovetor
correspondendo a um determinado autovalor, qualquer mdultiplo ndo-nulo seu

também o é. Uma maneira de levantar a ambiguidade é exigir que o vetor seja

?__"1
normalizado. Isto se faz assim: o produto escalar de consigo mesmo é

(a*,a") ( Z ) =a'a+a'a=2a=1 (925)

1
a= —=

V2 . : L
Logo, devemos ter (a fase, como sempre, é escolhida arbitrariamente).
Portanto,

U = L L (926)
Um calculo analogo leva a
.1 1

(1,1)(_i ) =0 (928)

Note-se que

gue mostra gque 0S autovetores sao ortogonais, e, portanto, linearmente

. P o
independentes. A matriz  procurada é, entéo,
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111
P AL -1
detp=—1

Como , ela possui inversa, que é

pl=0p

Resta mostrar que

De fato,

SR THEIOR

Exercicios

(929)
(930)

(931)

1 0
0 —1 (932)

1. Ache a equacéo secular (também chamada de equacéo caracteristica) e 0s

autovalores da matriz

1 11
A= 1 2 2
1 2 3
2. Mostre que a matriz
a h
B_(hb

é transformada em uma matriz diagonal
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-1
C =T,B(T;)

onde e
cosf sin#
TE_(—si_nﬁ cr:usﬁ)

2h
tan 26 =

(transformacao de Jacobi).

3. Determine os autovalores e autovetores da matriz

2 =2 2
M=11 1 1
1 3 -1

)‘nlzl:)‘ngz—g:l}ng
Resposta: .

I [z
4. Nocaso [ =1, escreva a representacdo matricial do operador na
L.
base em que € diagonal. (S&o os elementos de matriz que calculamos em

-
aula). Determine a transformacéo de semelhanca que diagonaliza e exiba a

matriz diagonalizada. Mostre que esta transformacgéo de semelhanca

L.
“‘desdiagonaliza” (perdéo, Luis de Camoes!) a matriz



