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31: Sistemas de dois niveis

Embora os sistemas da natureza tenham, em geral, um grande namero de niveis,

ha situacdes em que apenas dois deles sdo relevantes. Um exemplo importante

w—+e€
€ este: uma onda eletromagnética, monocromatica, de frequéncia
eflw 1
(com ) incide sobre um atomo (de infinitos niveis de energia), que
El — Eg = hw
tem, entre eles, dois de energia s tais que . A frequéncia da

onda é muito préxima da diferenca de niveis dividida por k. Mostramos

E, E-
anteriormente que, neste caso, apenas 0S niveis e participam do

processo, sendo, os outros, “espectadores”, que podem, para este fim especifico,

ser ignorados.

Nesta secdo vamos estudar sistemas idealizados que tém somente dois niveis de
energia. Supondo que esses niveis nhdo sejam degenerados, conclui-se que todo
conjunto completo e linearmente independente de vetores de estado deste
sistema possui apenas dois elementos: o conjunto de todos os estados forma,
com as operacgdes usuais de adicdo e multiplicacdo por um nimero complexo,
um espaco vetorial complexo de dimenséo 2, e o hamiltoniano, bem como todos

2 x 2
os operadores lineares, podem ser representados por matrizes complexas

A equacao de Schrddinger é escrita

(829)

e, supondo-se que o hamiltoniano ndo dependa explicitamente do tempo, pode-

se-a integrar formalmente, obtendo

(830)
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Por causa da simplicidade do sistema, é possivel escrever explicitamente o

eXp (_%Hﬂ |E1> |E3>
operador . Os autoestados da energia , e satisfazem

as equacoes

X :
e todo estado  pode ser expandido em termos deles™*:

x(t) = |x(?)) = (| Ex} (EL| + |Eo) (En) [X(E)) (833)
— (Bx()|By) + (Balx(8)|Bs) = Ci(t)| B) +Cot) | Bx) (B39
) o
Uma funcao do hamiltoniano é definida assim:

F(H)|X(H)) = Cu(t)f (H)| EL)+Co ) f(H)| B = C(t)f (By)| B+Cat) f(Eo) By (B39

Usando-se esta operacdo mostra-se facilmente que

E-1-H E)1-H (836)
f(H) =f(E )E:—El + f(E") —E:
que, usada para o operador de evolucdo temporal, da:
3 ]_ i H
-t = = [(E.e rBit_ peTwE 837
° E-F, (& e ) ea)

.lé- i i

t B _E \°

De posse deste resultado, podemos formular a pergunta: suponhamos que o

|x(0))
sistema se encontre, em ¢t = 0, em um estado . Qual é a probabilidade

de que, decorridos t segundos, ele permanecer no mesmo estado?

x(0)
Se,em ¢t =0, o estado é , teremos, no instante ¢,
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z_ (838)
x(t) = e ¥ x(0)
e, usando a expressao acima,
_x(0) _iEn T (839)
=z "F (Boe ¥ = Byeni) 4 E-g X0
Seja
x(0) = Ch|E1) + C5|Ex) (840)
entao,
Ch|Ey) + C5| Es i i
Y(fl:] _ l| -E]-'} E—-| —-> (EBE ﬁEli‘_ElE ﬁng) (841)
2— L
E—%Ezf _ E—%Elf
= 55— (GEIE) +CE|E:)

A probabilidade de o sistema, em %, estar no mesmo estado, é obtida assim:

[x(0))

existe uma base do espaco dos estados formada por e outros estados,
| o Ix@n
ortogonais a ele. Expandimos nesta base:
842
X(®)) = a(t)|x(0)) + ... (842)
3 o e@®)F
A probabilidade pedida é . Ora,
843
(x(O)[x(#)) = a()(x(0)[x(0)) = a(?) (849

[ {x(0)x ()} (x(0) [x(2))

Logo, a probabilidade é . Vamos calcular
a amplitude de probabilidade. Usando (839), temos
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1

x(0) [x () = E.—E, (Ezﬁ_ RExt_ Ele_%E”*) (844)
e~#Eat _ o=t N
0)| H|¥(0
+ 5 g WOIHX(0)
Como
(X(O)H|x(0)) = (C}(Es| + C3{Eof) H (CL| By) + Co| Bx}) = [Cof Ey+|Co°E,
Entéo,
1 _i —iE,
{"{(O”Y(t}} = m (EEE EE:Li'_ E]_E ﬁE_-&)
7 P e EiE:* — e ELEJ{-
-+ (|Cl|“E1 -+ |Cg|"E3) o El (845)
|Cl|3:]- |Cj|3:[]
Suponhamos que e . Entdo, ap6s uma algebra simples,
(X(0)]x(t)) = e™7 53 (846)
logo,
| (x(O)[x(e) " =1 (847)

isto €, um sistema que esta num estado estacionario permanece nele (dai se

chamar estacionario!).

E facil mostrar que os estados estacionarios sio 0s Unicos que possuem esta

propriedade. De fato, se
X)) = e FFE(0) (848)
x(0) = C1|Ey) + Cs| Es) (849)

t = C]_E_%Eli E]_ -+ CEE_%E:f
X

E») (850)
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XO() = [GPe R LGP (851
2 1 1 ]-
[OIXENF =[G+ +A0FC (BB (852)
[(xO)Ix(@) ] =1 C,=0
Para que para todo %, temos de ter ou
Cj - D
ou . Em qualquer dos casos o outro coeficiente é de médulo 1, pois
|C1lF +[CoF =1 x(0) = £} x(0)=|E)
. Logo, ou :
|61
Tomemos agora uma base arbitraria do espaco dos estados, formada por
|©2) x(2)) -
e . O estado € expandido, nesta base, como

(@) = (62) (6] +]62) (0:]) [X(2)) = (Gax(&))] 61) + (Ba|x(@))]0=) B2

Introduzindo a notacéo

X:i(t) = (@:lx(2))

temos

|x(2)) = xalt)|1) + xalt)|@2) (854)

A equacdo de Schrodinger é

Ox(2))

7
o

= HIx(®)) = xa(t) H|o1) + xa(t) H| 0) (855)
|6:)
e, tomando os produtos escalares com ,

iﬁ%fﬁbﬂ‘c(ﬂ} = xa(t){o|H|o) + xa(t) (o H|ez)  (856)

iﬁ%@ﬂ‘((ﬂ} = xa(t)io:|H|o) + xa(t) (0| H|ea)  (857)
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(s Ho;) H;;

Denotando por , temos
. Ox1
zﬁg = Hyixy + Hioxo (858)
. Ova
iR ; = Huyi+Hexs (859)
Hy»=Hy =0
Para estados estacionarios, . Logo, os elementos de
Hil Hl?
matriz e promovem as transi¢cdes entre estados.
1)
De fato, seja um dos estados da base.
61(2)) = e 7H|n) (860)
|¢1> . E—%Ezi _ E—%Eﬁ R
= — ' (E,e#Frt_ ElemwE) 4 H
E L, ( 2 1 ) 5L 1) (861)
, y | |02)
Qual é a probabilidade de que, em algum %, o sistema se encontre em ?A
amplitude é dada por
(862)

(6lén(8)) = = F2 15 | )

Hy =0
N&o ha transicao se .
As equacbes (863) sdo as EQs.(8.43) do Volume lll das ~"Feynman Lectures on
Physics", que as utiliza para um grande numero de aplicagdes interessantes. Vamos

fazer o mesmo.
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