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25: Perturbacao periédica préxima a ressonancia

Considere a perturbacao periddica

1[ Fe—mi’ Geauf

EY — EY = h(w +¢)
de frequéncia w tal que onde e € pequeno. A equacgao

basica é (604),

zﬁ— Z Viok(t (621)

com

Vi (£) = By ms =) 4 1 cilmetelt (622)

Esta expressao contém expoentes de tamanhos diversos, um dos quais, €, é

_ _ W — W Wem + W
particularmente pequeno, aparecendo nas combinacdes e

Como a solucéo de (604) envolve uma integracdo do segundo membro no tempo,
usaremos o fato de que, quando um integrando possui varios termos oscilantes, a
contribuicdo dominante é a daquele termo que oscila menos. A base matematica
rigorosa para isto é o lema de Riemann-Lebesgue®®. Podemos, entdo, aproximar as

equacodes (604) por

] , 623
ihdem = F, oflemnelt = F_ ety (623)

lﬁ. ia-;- _ Fﬂc —i.n:i' (624)
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Introduzindo a quantidade auxiliar

b, = a e
temos, para (624),
1ha,, = F,..b, .
a, b,
Substituindo, em (625), em termos de , ficamos com
L d —ict k_—ict
zﬁa (bne ) =F e Ta,

ou

ik (b’,,, _ z'.sb,,,) = F' a,
Derivando mais uma vez,

ik (zﬁ; _ z'ea'n) = F' a,

que, usada em (626), da

bn — E'EEZ;,.,, + HL:

F.|*b, =0

(625)

(626)

(627)

(628)

(629)

Trata-se agora de resolver esta equacao diferencial linear a coeficientes constantes.

Para isto existe um algoritmo bem conhecido: como todas as solu¢cbes de equacdes

deste tipo podem ser escritas como exponenciais, procura-se a solucdo como uma

exponencial genérica, escrita como

com a a determinar. Temos e . Inserindo estas expressoes

em (630) e cancelando a exponencial comum, obtemos
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3 . 1 7
a‘—zfa—l—E|an|‘= 0 (630)

gue € um equacao do segundo grau. As solucdes séo

— 2 4 2 (631)
a=le \/—E — 7 Frnl|?3
Para simplificar esta expresséo introduzimos algumas abreviagdes:
an
n = 5
j€
0 = — 4+ |n|?
il
Usando esta notacao as solucdes (632) podem ser escritas
E .
a; = 35 +:02
LE
a, = — —1ifd
B 2
e, portanto,
(1) i =40 )¢
bD) = ¢(5+9) (632)
2y _ _ils-00)¢
b = &(571) (633)
a, = b,e i
Como , obtemos
1y _  _il—-=+0)¢
G, = € (~3+0) (634)

" E (635)
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Finalmente, introduzindo

) = —E + Q
£
s = o Q
2
chegamos a
a':nl:' _ Aemlf
a 2y — Be—in:f

™ - F*
a2 — Bha, p—iazt
™ F*

onde, para obter as duas ultimas, usamos a eq.(625).

a' gli)
Note-se que um par ( ) representa uma funcédo de onda

i].l:!:}l .E!,-'J.LU} + Ell: i) .E!,-'J.L'::}'

T L

A solucdo mais geral € dada por uma combinacdo linear dessas

(636)

(637)

(638)

(639)

(640)

solucdes,

para t=1e :=2. Como cada uma ja foi escrita com uma constante

multiplicativa arbitraria, temos

Yr = (aLlj + a:]') E_,-’JLUII + (a':nlj + allﬂ]l) 1_,-“;521'

™

ou

Fon Frn ™

U= (Aemlf n Be—iﬂ:f) yaJ,Ln) n (_.—'li'iu] giait | BRas E—ia:f) ,ﬂ;a}m}

(641)

(642)


http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/pertuba_periodico/

Autor: Henrique Fleming

Y =y
Como condicéo inicial, queremos que, para t =0, . Tomando ¢ =0 na
eq.(643), vemos que devemos ter
ﬁ' r
Consequentemente,
F#
B=-A=_—T" (645)
Rla; + ai)
oy | + Cn = 202 'F._,-'IJ
Note-se ainda que . A expressao para €, entdo:
1 : : F* : _
',1'-",1 S Ez-r:ui' + ﬂhe—aagi 'E."IJ'E.TU}} __mn Ear:ui' . E—au:i‘ 'E."IJ'LDJ (646)
| 25’2(1 : ) zm( )
E'IfJ,IIU]l
O coeficiente de na equacao anterior, depois de alguma algebra, € escrito:
~i5t [gos 0t — 25 5 Dt] (647)
e 77 lcosllt — — =i ()
200
Y
e ode da
H
—iL et gin O (648)
()
de modo que
. *
Y = egt3t (cos O — e sln Q-t) z.-’ffr?]' — z'n— sin Cif m-’JLUI' (649)
' 20 ' Q2 '
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a},iUJ

O sistema inicia (em ¢ = () no estado . . A probabilidade de ele estar, no
e
instante £, no estado , € dada pelo quadrado do médulo do coeficiente
)
de , que é
|j| sin’ Ot = éﬂ (1 — cos 20¢) (650)

Q=T+ = 1In|

Na ressonancia, isto é, para ¢ =0, temos , logo, a
probabilidade da transicédo é dada por

1

E(l — cos 2|n|¢) (651)

que varia periodicamente entre 0 e 1. Isto significa que, na ressonancia, o sistema
G
realiza transicfes periddicas entre e . Note que a frequéncia dessas

transicbes ndo depende de nenhuma das frequéncias presentes: ela é determinada

|7]
por , OU seja, pela intensidade da perturbacéo.



