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Recomendamos ao leitor, neste ponto, a leitura do Apéndice Matematico 1, que
se encontra no fim destas notas.

E.
Vimos que o nivel do atomo de hidrogénio tem uma degenerescéncia de

ordem nZ. Isto é, existem n> estados diferentes do atomo de hidrogénio com

E.
energia (se contarmos o spin, serdo 2n?). Quando se aplica um campo

externo ao atomo, pode acontecer de esses estados interagirem de maneira

diferente com o campo, e entdo a degenerescéncia € quebrada: em lugar de um
nivel passaremos a ter varios, possivelmente até 2n>, se o campo externo for

suficientemente complicado. Diz-se, entdo, que a degenerescéncia foi removida.

N&o podemos aplicar cegamente os resultados obtidos até aqui pelo seguinte

motivo: a correcdo de primeira ordem a funcdo de onda nado-perturbada que

obtivemos,
0) _ Ven (0 (528)
"1.1'“":-1 = 11'”: Zmaén [n} [n} "1"”: )
0 0
Ejnl — EL)
contém, no caso de niveis degenerados, situacbes em que ,
n#m

para , OU seja, na formula acima, apareceriam denominadores nulos.
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Reobtendo as formulas gerais

Para obter as correces correspondentes para niveis degenerados, precisamos
de uma adaptacdo do método anterior a esta nova situacdo. Para evitar um
excesso de indices, vamos reobter as formulas basicas sob forma ligeiramente

diferente.

Seja H o hamiltoniano perturbado, e vamos escrevé-lo em uma série de
poténcias de um parametro pequeno, A, desta forma[10]:

H=HY 4 Y £ g (529)

Note-se que, no nosso tratamento anterior, o termo HW era denotado por 'E?’,
e os demais, H®, H® etc, eram omitidos. Aqui séo incluidos mais por
H,

razdes estéticas do que por real utilidade. E claro que o H daqui € o do
tratamento anterior.

Seja a funcdo de onda perturbada, que queremos calcular. Serd escrita
também como uma série de poténcias em A:

o= ¢ 420 + X0 4 (530)

e também para a energia se escrevera

E=E"9 4 EW + N’ E® 4+ (531)

A equacdo de Schrodinger para as quantidades perturbadas é
(H—E)p=0 (532)
que, pelo uso das expansdes acima, se escreve

{Z (S - E‘“F)} {Z A" m’} =0 (533)

ou, por extenso,
{(ﬁﬁn) _ Etn}) 4\ (I;rtll _ Etl]l) + )2 (I;rtzl _ Ec:)) 4o } 5

(6@ 426 4326 4.} =0 (534)
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Igualando a zero os coeficientes da varias poténcias de X, temos
(ﬁrﬂﬂi _ EIU}) ¢EU} -0

(535)
(I;rtni — E“”) o1 1 (;}tl) — Etl)) % = (536)
(ﬁrtﬂ} _ EIU}) Qﬁﬂﬂ + (ﬁﬂlj _ g ) ¢E1 ( )¢EU (537)

e assim por diante.

Da primeira, tiramos, evidentemente, que

24 U)@EU} — EW)@EU)

que € a equacdo de autovalores do hamiltoniano nao-perturbado, por hipotese ja

completamente resolvida. Na segunda, EQ.(537), multiplicamos a esquerda

)

por e integramos, obtendo

qu@ﬁ‘“ (q) (H® — E) o (q)+[ dgo'" (q) (HM — EW) ¢°)(g) .

Mas, pela hermiticidade de HO , temos

[ dqé®*(g) (H® — E©) ¢V (q) = [dg [(H® — E®) ¢ (g)] ¢W(q) = (539
0

Logo, de (539),
/dqqém Hil Eil}) @5(0}'(@) =0
ou

£ — {HE1)>

de acordo com o resultado obtido anteriormente.
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Quando o nivel é degenerado...

g
Suponhamos que o nivel E0 seja -vezes degenerado. Isto é, existem
(0) .
qu ; (.?:l:"':g)

funcdes tais que
(0)
?;
Neste caso, qualquer combinacéo linear desses sera também uma funcao
de onda de energia E'0 De fato,

g g g g
HOY o =3 B8 = 3" e,E(0)¢)” = BV Y c;0)”
4=1 4=1

=1 =1

(0
6

A idéia do método é esta: procurar as combinacfes lineares das funcbes
que sejam tais que o efeito da perturbacio em primeira ordem seja pequeno. A
luz da Eq.(529), isto significa que, para compensar os denominadores que se

(0) — m(0)
En - Em T fp‘é .
anulam, quando com , devemos escolher as combinacdes

¢t0)
: 7 26
lineares das que fazem o numerador correspondente também se anular=.

Suponhamos o problema resolvido, e seja

0 (0) (541)
¢ =53, 659,
a combinacgdao linear procurada.
2 $
Note-se que supomos as normalizadas. Entdo a da Eq.(542) sera
YilelP=1

normalizada se

Considere a equacgao

[f}cu) _ Etn}] o1 4 [gtlll _ Ecll] % =0 (542)
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ou
g
2 2 0
[ch}l _ Etn}] oM 4 [Hclﬁ _ Etl)] S el =0 (543)
=1
¢i0]l*
Multiplicando a esquerda por e integrando, obtém-se:

dg9\”" (q) [B® — EO] 6P(q)+ [ dgo!(q) [H®) - EV] T ey6) = 0

O primeiro termo do primeiro membro € zero, usando-se a hermiticidade
de HW , como na Eq.(540). Entdo segue que

(0) (0 (0)# (0 (545)
e, introduzindo o simbolo
Hl:l.r _/d qé“] Hl:lqb ::'
podemos escrever (546) como
(1) :
Zc :H E“]'cj =0 para 7=1,...,9 (546)
ou ainda,
g (1)
Z(H ~ EWg; ) ey =0 para j=1,...,g (547)
, : . . g
Este € um sistema de equacbes homogéneas a incognitas (os
C.'J' CJ' = D |
coeficientes "), cuja solugéo trivial é para todo . E claro que esta

solucdo ndo tem nenhum interesse fisico. Para que existam outras solucdes, é

necessario que

s (1 (548)
_ij) — EWgy| =0
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A | A

i, . , . .
onde, se € uma matriz, € o determinante da matriz.

A equacao (549) é denominada, por razdes histéricas, equacgéo secular. Vamos a

g=72
um exemplo. Para , & matriz em questao é
Fril) (1) #ri1)
By -~ B0 Hy (549)
Hy Hy' — EM

A equacdo secular entdo da:

) o) gyl A N e

Eﬁ) ﬁ%) _ g1
ou
BV — (B + HY ) EY + (HnHE - BYHY) =0, (551

Ha duas solucoes,

1, . .
EY = (E+HY)+
1 .. .. 2 . R R ..
+ E\/(Hﬂj + Hm) —4 (Hﬂj - HiletP) (552)
e _ 3(}}‘” +§:1}) n
- 9 11 a2

L [ 20 202 @ ad o) o
— 5\/(3{13453?) —4(HH}H:‘§}—HE)H:¥) (553)

El:U} +E|:1}I
Logo, o nivel de energia E'9 se desdobra em dois, de energia s
EW}' +E|:1]|’

. _ g
De uma maneira geral, se a degenerescéncia for de ordem , teremos uma

g g
equacao algébrica de ordem , com  solugcbes para EY | se forem todas
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: ] ; g oo A .
diferentes, o nivel se desdobrara em  novos niveis, e a degenerescéncia sera

completamente removida.

O efeito Zeeman an6malo

Como aplicacdo vamos calcular a acdo de uma campo magnético fraco sobre o

estado fundamental do atomo de hidrogénio. Sabe-se que quando se liga um
campo magnético externo, o nivel n =1, que corresponde ao estado

fundamental, desdobra-se em um par de niveis. A interpretacdo fisica é a

seguinte: devido ao spin, o elétron comporta-se como um pequeno ima. A

—

M
energia de interacdo de um dipolo magnético de momento de dipolo  com um

—

campo magnético B é

E=—-iB

e depende, portanto, da orientacéo relativa dos dois. Como o spin quantico sé
hy
pode ter duas orientacdes, correspondentes as componentes z iguais a
1
i | | |
ou , ha dois valores possiveis para a energia £, que, grosso modo, é
adicionada a energia do estado fundamental. Surgem assim os dois niveis. Este

fendbmeno chama-se efeito Zeeman andémalo.

Esta interpretacdo superficial é confirmada por uma analise mais cuidadosa,
baseada no calculo perturbativo.

Vimos na equacdo (456) que o termo de interacdo do elétron no estado

fundamental do atomo de hidrogénio ([ = 0), é

v—fg, -_L5E (554)

mc

s

onde £ é o operador de spin, cuja representacdo matricial na base formada

pelos estados


http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/spin#eq:zeeman

Autor: Henrique Fleming

1
X+ = ( 0 ) (555)

0
X- = ( 1 ) (556)

S5 =
é, por exemplo, para a componente z, , com

0 1
JI=(10) (557)

Levando-se em conta o spin, o estado fundamental é degenerado, e, por isso, é

R
q
H

preciso utilizar o formalismo desenvolvido especialmente para este caso. Como

Hem =V,
, .. L] e3
SO 0 spin Interessa neste caso, vamos denotar por 0 elemento de

matriz genérico entre autoestados da projecdo =z do spin. Para dar um exemplo
nao excessivamente trivial, tomaremos o eixo x ao longo da direcdo do campo

magnético, suposto uniforme e constante no tempo.

O termo de interagdo é entdo dado pela matriz

I}
V=-"0B (558)
2me
cujos elementos sdo
eh eh 01 1
Fe — i _ _
o B _QMCY_FG—IY—'_ N _ch(l’[]) ( 1 0 ) ( 0 ) =0 (599)
i eh 0 1 0
L ( L0 ) ( 1 ) =0 (560)

i - eh 01 0 eh
V1s = a1 = _ch(lnﬂ) ( 1 0 ) ( 1 ) -  Yme (561)
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Usando agora as equacoes (553) e (554), obtemos

1 eh
(1) _ YL LR T
E N 2 4Vl = 2me (562)

eh

(1) — _
E = e (563)

Logo, a diferenca de energia entre os dois niveis, uma vez removida a

degenerescéncia, €

AE=EV _ g _ L g (564)

mc

em muito bom acordo com a experiéncia, para campos magnéticos fracos.

Exercicios
1. No fim desta lista h4 uma tabela de valores de quantidades como a carga e
massa do elétron, velocidade da luz, &, etc. Consulte-a para resolver as

questdes que seguem.

(a)Calcule, em euv (eletronvolts) o potencial de ionizacdo do atomo de
hidrogénio, que é a energia necessaria para extrair um elétron do estado
fundamental.

(b)Calcule, em ev, a diferenca de energia entre o estado fundamental e o
primeiro estado excitado do atomo de hidrogénio.

ek

(c) Calcule a razdo entre ™ eas quantidades calculadas acima, sendo B o
campo magnético da Terra. Isto dara uma idéia do tamanho do efeito Zeeman

andmalo (ver Notas) em relagéo a duas energias tipicas do atomo de hidrogénio.

2. Considere o pog¢o quadrado infinito que estudamos em detalhe: duas paredes
inpenetraveis, paralelas, a uma distadncia a uma da outra. Calcule o efeito sobre
o estado fundamental de uma mola de constante elastica muito pequena que
prende a particula a parede em x = (: correcdo a energia e a funcéo de onda,

até primeira ordem.
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3. Mesmo problema, mas, agora, 0 movimento da particula no poco é afetado por

uma forca constante muito fraca, da esquerda para a direita.

4. Qual é a dificuldade em introduzir a “resisténcia do ar”, isto é, uma forca

proporciona a velocidade, dessa forma?

5. Efeito Stark no atomo de hidrogénio: uma perturbacdo dada por um potencial

eletrostatico

V=eFz,

onde F' é o médulo de campo elétrico, age sobre o atomo. Calcule os novos

niveis de energia com n = 2. Resposta:

me* 1
R 4
me* 1
ok 4
4
me- 1
— —— + JdeF’
oRZ1 " T
me* 1
BTE f_l — JefFa
Unidades e fatores de conversao
6.2 % 101!
lerg= eV
1,05 x 10—27
k= erg.s
3 % 10t°
c= cm/s
m. 9,1 x 1038
= g
< 9,3 x 107
Magneton de Bohr ( )= erg/gauss

=0,

N
)
f: 2
Campo magnético da Terra gauss.
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6. O préton ndo é um ponto. Uma representacdo aceitavel para ele € como uma
esfera de raio KA muito menor do que o raio do atomo. Quando calculamos os
estados estacionarios do atomo de hidrogénio, supusemos o préton como um

AR<r<a
ponto. Seja a o raio do atomo. Para , @ energia potencial do elétron

é a mesma, seja o préton um ponto ou uma esfera de raio KA. Mas no

0<r< R
intervalo , @ energia potencial do elétron € diferente. Calcule o efeito

da extensdo do proton sobre os niveis de energia do atomo de hidrogénio
considerando como perturbacdo a diferenca de energia potencial devida a

extensdo do préton. Mais precisamente:

(a) Mostre que o potencial perturbador é

Vi(r) = [;33;;: (Rj B %): : i ?

(b) Calcule a correcéo a energia do estado fundamental. De quantos por cento é
alterada?

7. Considere um oscilador linear unidimensional de massa m e carga . Sua
energia potencial & escrita como

e a energiairradiada é desprezivel. Um campo elétrico fraco, constante no
espaco e no tempo, € aplicado na direcdo x. Mostre que,
(a) Em primeira ordem de perturbacao, os niveis de energia ndo sao alterados.
(b) Calcule a correcdo em segunda ordem para o estado fundamental.
(c) Resolva o problema exatamente, e mostre que a solucdo exata coincide com
(b).

(d) Analise o problema classico equivalente e compare as solu¢des exatas para o
problema néo-perturbado e perturbado.

8.A linha espectral de A = 18504 do merctrio resulta da transicdo de um
130
estado excitado para o estado fundamental . Um campo magnético
0,2T
de divide essa linha em trés componentes com uma separacao
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0,0032.4
de entre linhas vizinhas. O que se pode dizer do estado excitado?

9. (Dedicado a Douglas Cancherini) Correcdes relativistas aos niveis
atdbmicos.
A energia de uma particula relativista livre € dada pela conhecida expresséo

] a9 ] (565)
E? = p°c® + m7c*
p=_0
A parte desta energia que permanece quando € dita “energia de
repouso”, e é dada pela famosissima expressao
(566)

E=mc"

A diferenca entre as energia s dadas por (566) e (567) é a energia cinética da
particula. A eq.(566) pode ser escrita

E = \/pjcj + m3ct (567)

e, ha maioria dos casos, o0 termo que descreve a energia em repouso € muito
maior do que o outro. Entdo podemos proceder assim:

(]

E— \/mjd (1+22) =me (1+ mﬂ:~)% (568)

que pode ser calculada aproximadamente usando a férmula do binébmio de
Newton:

(569)

al r:u—l]l ) r:ulir:u—l}l...l:r:u—p+l]|
|

(l1+x)*=14ar+ S e - P 4+ ...

Usando (570) em (569), temos

(570)

R BT - L N
E—Il'l':- +3m S:m:ac:+"'

Subtraindo a energiade repouso de (571), temos uma expressao para a
energia cinética que ja inclui algumas correcdes relativistas, pois a
2
2
energia cinética nao-relativista é dada por
Calculamos os niveis de energia do atomo de hidrogénio resolvendo a equacao

de Schrédinger para estados estacionarios com o hamiltoniano
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F=£ 2 (571)
2m T

Para avaliar a importancia das correcdes relativistas, podemos utilizar a teoria

V= _18
B mic?

das perturbacodes, considerando como perturbacao
(a) Obtenha a Eq.(571).
(b) Calcule a correcdo a energiado estado fundamental de um atomo

hidrogenoide de Z qualquer, e exiba a dependéncia em Z . Para que valor

1%

de Z se teria uma correcéo de ?

Exercicio resolvido

1. Considere o poc¢o quadrado infinito usual, com paredes impenetraveis
em = =0 e x = a. Calcule o efeito sobre a energia de um estado estacionario
qualquer de uma mola de constante elastica muito pequena (a energia potencial
perturbadora deve ser muito menor do que a separacao entre 0s niveis) que
prende a particula a parede em z = (0, em primeira ordem de perturbacéo.
Solucdo:os niveis de energia ndo-perturbados séo:

R:
E = k-
2m "
com
A
[k
sendo a funcéao de onda correspondente
, ."E . N
Yia(z) =/ —sin —zx
a Ltk
A perturbacéo é dada por
Viz) = —mw’z’
e a separacao de niveis é
ﬁ.zfﬂ.—j N ., E.ETL_E
E . —E = n~—(n—1)|= 2n—1
17 9ma? [ ( ) ] 2ma? | )
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A condicéo de validade da teoria da perturbacdo, mencionada acima, € (mostre!)

&

. REix? (2n — 1)
W & 1
m3a

Note-se que a condi¢cdo depende do nivel. Uma perturbacdo pequena para os

niveis baixos pode ndo o ser para niveis altos.

A correcao a energia é

.
2, ,nm 1 5 o, WS e . L T
E=- siln” —T —mMw T = drsin- —z
0 0

[ a o o

Para n inteiro a integral

3

e T a

" . ] i

f drx” sin” = 3 [2?13??3 — Smr]
0 a 12n°m

Obtém-se assim, para a correcao,

Eil]l — —ﬁ

Exercicio resolvido (Enrico Fermi, 1954)

Efeito Stark no atomo de hidrogénio: uma perturbacdo dada por um potencial

eletrostatico

V =eF:z

onde F', constante, € o médulo do campo elétrico, age sobre o atomo. Calcule

0s novos niveis de energia com n = 2.

Solugdo: o nivel n = 2 é degenerado, de ordem 4. As fungGes de onda
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. Yo Yoo Ym-1 Yoo
correspondentes sao: , , , . Vamos denotar os elementos

de matrizde V" por

Quwmmzf ﬁ@fmmﬁfuﬁ%maﬁﬁﬂmm&@
0 0 0

e assim por diante.

A equacao secular é:

{111|11} E |{ (11 } {1u1|00

ger | (10 } (10 —E (10 l—-l> (10 0
(1 1 } m—l 1m (1 1 1) — E a—l 00)
00]V11) 400 (00 1—-D (00 —E

onde omitimos o indice 2, que é sempre o mesmo. Um elemento de matriz tipico
é

EF/dsﬁ't'zll(?":ﬁ:4’5)3%'{*'310(?":3:@’5)

Muitas dessas integrais s&o nulas por causa do seguinte fato:

f(:c,y,:) = —f(—x,—y,—:)

se , entdo

a b c
/_ dx/_hdy/; dyf(z,y,z) =0
= - . Y, < (_I:_y:_:
A troca de L. pOr e, OU seja, de ( ) por ) chama-

se inversdo espacial. Em coordenadas esféricas esta transformacao é:

r — T
— T—f
P — o+

Em relacdo a inversdo espacial, os harmdnicos esféricos tém a seguinte
transformacao(vejaaprovaabaixo):
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Vim(8,0) = (=1) Yim(m — 6,0 + )

Em consequéncia, as seguintes integrais sdo nulas:

2
f dgyin S ntm = f dgz|Ymm|” =0

! 2
| Vrnim|
pois € pare z é impar, ou seja, o integrando é impar, sendo o intervalo

de integracdo p simétrico, pois € o espaco todo. Logo, na equacdo secular, 0s
elementos de matriz diagonais séo todos nulos.
Na realidade, o mesmo fendmeno acontece com os elementos de matriz de =z

entre estados de mesmo [, por exemplo:

{210 V 211} =0
A matriz se simplifica para
—E 0 0 (11]V7|00)
0 —FE 0 (10]V7|00) _
det | g 0 _E - 1oy [ =°
(00[V]11y (OO|V |10} (OO|V|L—1y —FE
Esta equacédo da
E*-FE° { "r11,un|3 + I"rnu,10|2 + I”ruu,l —1|2} =0
que tem como solugdes E =0, E=0¢e
E = :IZ\/ Vi1.00|? + [Voo10|* + [Vooa —1)?
Finalmente, notando que , € facil provar (veja a prova abaixo) que 0s

elementos de matriz de | entre estados de valores distintos de m s&o nulos.

Em consequéncia,
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E=4

I"run,lu |

Usando as funcdes de onda

1 T ,
s = — 12— —) € 2
Ha00 v d2ma ( a

1 ro_

'E."ll.-'jln - —_E_E Cos g

VvV 32mal a

mostre que os demais valores de E sao:

E = 4+3eFa

A concluséo é que o nivel n = 2 divide-se em trés niveis: um, com a mesma
energia anterior, que é ainda degenerado (de ordem 2), outro com energia igual a
energia de Bohr adicionada de 3eF'a, e um terceiro, com a energia de Bohr

subtraidade 3eF'a.
Prova 1:

Para maior clareza, vamos denotar os harmoénicos esféricos assim:

—

Vim(6,9) = Yim(2) |

M)

¢

onde é o vetor unitario na direcdo determinada pelos angulos # e . Entéo,

0 que queremos provar é que

—

T

Vim(Z) = (1) Vim(= )

Para o caso em que [ = m, temos

x—l—iy)E
T

Yu(l,0) = H(

(—z +i(—y)) = (—1)(z + 1y
e, como , Segue que
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Mas

=1, —1l,

L
e todas as componentes  sédo invariantes pela inversao temporal (por exemplo,
= 4 [yl _ -2
e ) oy
nao se altera se os sinais de e z sao invertidos).
Logo,

— — —

Vim(—2) = K (1) 7 ¥i(= 1) = (=1)'K (1) 7" Yil(5) = (=1) Vim( )

[l.,z] =10 [Vii.]=10 . .
Prova 2: , logo, . Considere o elemento de matriz
(Lm|[V, LU, m"
, que é obviamente zero, ja que o comutador é zero. Entéo,

I, m'

0 = ':‘E: m| [V: 'E:]
L

— Z { ml|1 fr’mﬂ> {EH: m" L. f,m’} . Z {5, mlL, g.r.r’m.r.ngrr:mH vV F,m’}
l!.f.f,m.f.f l!;;,m’;

= m'{I,m|V|l',m} — m{l,m|V|l',m') =0

Logo,
(m' —m) ({,m|V|I',)m") =0
m#m  (I,m|V|l',m) =0

Daqui se Vvé que, se , , CoOmo se (queria
demonstrar.

Sem usar a notacdo de Dirac, a prova seria assim:
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0 = f dg¥y [V, 1] Vim
- qu}/;,m’Ir'E:}/fm_/dq}ff:‘:m’gzir Im
= m [ dg¥y Vi~ [ dg 1Yy )" Vi

— m / dg¥yt, Vi — ! f dg¥it, Vi

= (m_m’)/dq Ef,m"'t'! Im

Prova simulada

1. Efeito Stark do estado fundamental do atomo de hidrogénio
O elétron do atomo de hidrogénio acha-se sob a acdo de um campo elétrico

externo que lhe confere uma energia potencial eF'z.
(a) Mostre que o efeito Stark para o nivel n = 1 é, em primeira ordem de
perturbacao, nulo.
(b) Calcule a contribuicdo de segunda ordem, levando o célculo até onde
puder.
Y
e =K(2) g

(c) A partir de , calcule , determinando

também a constante de normalizacéo.

2. O atomo dos pobres
Um elétron esta preso dentro de uma esfera 6ca de paredes impenetraveis,
de raio a. N&ao ha outras  forcas agindo sobre ele.
(a) Existem estados estacionarios esfericamente simétricos?
(b) Determine os autovalores da energia desses estados.
(c) Determine a funcédo de onda do estado esfericamente simétrico de menor
energia .
(d) Existem estados estacionarios desse elétron que ndo sejam esfericamente
simétricos?

3. Oscilador preso a uma parede
Uma particula de massa m possui a energia potencial

. 1rx? 23>0
1iwm_{a@ z <0
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(a) Escreva o hamiltoniano para este sistema. e determine as

"s'f"n(x) E, {RZ}
autofuncdes e autovalores . (b) Calcule o valor esperado para o

estado fundamental deste sistema e compare com o valor da mesma quantidade

\p)

para o oscilador verdadeiro. Comente a diferenca. (c) Mesma coisa para

4. Um sistema fisico tem, num certo instante, uma funcéo de onda cuja Unica

dependénciaem  (quando expressa em coordenadas esféricas) é dada por um
fator
4

®,.(0) = V"I__— cos” ¢

o

Bt

ol

(a) Quais os possiveis valores para uma medida de  ?

(L)

(b) Qual o valor médio ?

Solugdes de alguns problemas
Atomo dos pobres

O laplaceano em coordenadas esféricas pode ser escrito:

—=y

r=

=, o = 572
Ve = %% (T‘g—:) — Ly (572)

r

-

g
onde [ ¢é o operador de momento angular total.

A equacdo de Schrodinger para estados estacionarios do sistema descrito &,
entéo,

. _ (573)
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Procuremos solucdes da forma

V(r,8,6) = R(r)Yin(6, ¢) (574)

Inserindo esta expressdo em (574), temos, visto que

a7

[ Yim = U(l +1)Yin |

] (575)
i ot £ (r2 2R ) 4 2 W Ry )=ER(~)
u(r) u(0) =0
Introduzindo a funcéao tal e
u(r)
Rir) =
(r) = —
u(r
a equacao (576) da, para , @ equacao
du(r) (576)

dri— El:E#}lz.r,l: r]=—%Eul:r:|

Para maior clareza, vamos apender o indice [ as solucdes desta equacéo.

Entéo, reescrevemos:

; 577)
d=uy(r . (
! )dﬂ——?-*“j;l w(r)=— ZF By (r)

Os itens (a) e (b) podem ser respondidos imediatamente. Como as solugfes séo
E.[-E|:T}|
=Y im(0,9)
da forma , as eventuais solucdes de simetria esférica tém de
corresponder a [ = 0, j& que o Unico harmonico esférico com esta simetria é

YUU
0 . A equacdo relevante é, entdo, (577) com [ = 0, ou seja,


http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/pertuba_deg/
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/pertuba_deg/
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/pertuba_deg/
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, (578)
o (n) e
onde pusemos
v (579)
kn = E2 EU
A eq.(580) tem a solucao geral
580
ug(r) = Acosker + Bainkgr (580)
u(0)=0
mas, como , devemos tomar A = 0. Logo,
581
ug(r) = Bsinkgr (581)
Além disso, o atomo dos pobres tem raio a,
ug(a) =0
adicional

e entdo a condicdo
deve ser imposta. Com isto, obtemos

Bein kga =0

(582)
cuja solucdo mais geral é

(583)
kpa=nw

onde mn é um inteiro. Resolvemos, de novo para maior clareza, apender um novo

indice, n, as solu¢des. Temos, entdo, muitas solu¢cbes esfericamente simétricas,
caracterizadas por

Uno(T) B sin kg

Easink v
Urno(7) = =

YDD(E;: ‘:b)

(584)
sendo as energia s dadas por
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L]

B = 22

2 a

(585)

Evidentemente a solucdo esfericamente simétrica de menor energia é dada

Y o(r)
por :

As demais questdes sobre o atomo dos pobres podem ser resolvidas sem

dificuldade pelo leitor. As solu¢des sem simetria esférica satisfazem a equacao

Eie'ﬂ-,! E(g -+ ].) )
_ = k-
7> ——ui(r) u(r)
Ry(r) = 1)
Reescrevendo em termos da funcao , temos

£R 2dR; U(+1)

dr? r dr 2

R = —k’R,

As funcdes de Bessel esféricas sédo solucdes da equacdao diferencial

Lol | 24ir) WY 0y o

dr? rodr 2

de onde se deduz sem dificuldade que
Ry(r) = ji(kr)

Logo, as solugbes sem simetria esférica tém a forma

E_,-"Jngm(?", tﬁl: ¢) = Aj!(kr)y]m(a: qb)

A condicdo de contorno é

Jilka) =10,

(586)

(587)

(588)

(589)

(590)

(591)
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kr
que é satisfeita por certos valores de k, denotados por , para os quais (592)

é satisfeita. Matematicamente, trata-se entéo de fazer com que a quantidade ka
i
, que séo encontrados

THh T T In _
numeros tais que

coincida com os zeros da funcéo de Bessel esférica
<1

em tabelas. Sejam

(592)

Entdo teremos
kg = —
(593)

B
k_.

sendo a energia deste estado estacionario dada por
Ey = Oy il

Mais exercicios resolvidos
Calcular as correcdes relativistas aos niveis de energia como correcdes

perturbativas. (Exercicio 9, Secéo 20.4 das notas de aula).

Solucgédo: o hamiltoniano ndo-perturbado é

. 2 Ze?
g B Ze
Im r

enguanto que o perturbado €, como vimos em aula,
4

A correcdo a energia em primeira ordem é, entéo,
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E':l /fifﬂ ny .y, (T: ﬁ: @) (_g 3) "lg'a"nl.l!laml (T, g, ¢)

Mas
P4'i_1"l" — PEPE?,"I" — 54?3‘?31,-’!

e V?éum operador hermiteano (por que?). Entéo,

/dq?' ni,l1, ml( ,3, qb)ﬁjﬁzi!ﬁ"m,h,m1 (T: IEII: ¢)

b

( V> INa— Y @")) ﬁzyﬁm,gl,ml (r,6, @)

Elll]' —

8m3 o2

V> .'llﬂl,l!l,ml(r:l IEil: ¢)|2

A equacdo de Schrodinger é

E® -, 333

- _vdi."f’lﬂl,l!hml (T:I E}l Qb) ﬂ-l l1,m3 (T g ¢) Eﬂli-'lf}”:l:'!laml (T, IEEI:I é)
2m

logo,

=1 ImZe

vdi!"lﬂl,l!l,ml(rl ﬁ': @) = -

2m
/ B, 0)— E_ g
ﬁjr Way l1,ma (T: 1 qé) ﬁ,j n1 Vn1,l1,ma (T: 1 Qﬁ)

Logo,

Vg 13 o (7,6, 0)|* =

= (quzed + ZmEnl) "1'.1"1,:;1,1!1,:'711 (T: ﬁ:t:é) (ZmZE + 2W.llr-f-‘l'_-:"?'l) 1-'!}”1“!1’”11 (T’g’ f,'é)

h-r R R r B>
4m’Z e f . 8m3Ze*E, 4m? 22 |y 5
= 54?"3 |"1.'"'n1,n!1,m1(r: E:¢)|_‘ E_LT |"11 ni,l1,m (T ¢ G.[)) ﬁ ;1|"1_1"In1,|!1,m1(r:| §,¢)|

Para a correcao da energia temos, entao,
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EH) —

ou,

.
Zet

Ime?

1 A 2E,,,1 1.4 Ei R
fdQ1I%-“f|‘— E—q/dq—l?ﬁl‘ - —ﬂqulv,-ﬁl‘
re me-> r I2me:

Z%* 1. Zet 1 E,
S e e O e e

-
r- me= T 2me*

) 80 —

2mes

Para uma analise qualitativa, podemos por:

Z% 1 Ze’ 1 E.
- . I EwEnl_ —

a0 - !
2me”ag  me” ag 2me-

EEU —

Verifique cuidadosamente esses célculos (foram feitos as pressas). Em

particular, verifique a validade de

(ry = ag
D= =
2 - =

g

Determine explicitamente a dependéncia total em Z (h& uma escondida em

?).

Justifique o folklore que diz: corre¢Bes relativistas sdo importantes para ndcleos
pesados, em suas Orbitas internas.

Como néo ha érbitas, que histéria é essa de “Orbitas internas™?



