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20: O Spin

Elementos de matriz

As matrizes de Pauli

Interacao Eletromagnética: Formalismo Hamiltoniano
e Apéndice: O teorema de Euler
e Acoplamento do spin com o campo magnético

Para introduzir o spin vamos apresentar um tratamento mais
geral do momento angular. No tratamento anterior, tinhamos
L.
obtido que os autovalores m de deviam ser numeros inteiros,
L.
sob o argumento de que as autofuncdes de ,

1 .
U () = —m=e™
21
deviam ser periddicas, de periodo 2w, na varidvel . Este

argumento nao é rigoroso, pois a fungcao de onda é determinada
a menos de uma fase. Retomaremos o problema agora.
Descobriremos que ha novas possibilidades para os valores

de m e [.

Para comodidade do leitor, repetiremos aqui alguns dos
resultados que obtivemos anteriormente para o]

momento angular.

W = 1 -+ (383)

E_L_ = [ =10 —1. (384)
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I - T
I —li=5+1
Da relacao concluimos que existe um valor
[, U

maximo para o autovalor de . Seja I este valor maximo, e

AL

2 :

[

a autofungdo comuma * e  correspondente. Temos

Ly =10

Logo,

f_ f+'i_|"ls'|! = 0

Usando (385),

ou

-

.E_Tz_,-’;g = [({+ 1)yy

22 Y ) E(J-I— ]_)
Conclui-se que o autovalor de [ para a autofuncao e

, onde [ € o maximo valor possivel para m. Passaremos a

"lj'f’ln!m - 23 Ez
denotar por as autofuncdes comuns al e . Vamos
determinar agora o menor valor possivel para m.
22
[1,1-]=0

Em primeiro lugar, do fato de que , Segue que
E_f (f_ 'E_,"IJl!m) = f_ (fa_,-’qm) = E(E -+ ]_) (f_'i_‘-'l}em)

-2 Vim

ou seja, o autovalor de [ é o mesmo para todos os , com [

fixo.
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Seja B o minimo valor de m. Entdo

E(E + ]_) 'E_,"IJ'JB = (Bj —_— B)'E_,"I}EB
I(I+1)— B*4+B =
(I+B)(l—B+1) =

BE=I1+1
Esta uUltima tem duas solugoes, , que é impossivel, pois

B=-I
0 maximo valor de m é [, e , que é o valor correto.

. ) _ —l<m<I
Entao, mesta no intervalo , € seus valores

20+ 1
sucessivos diferem de uma unidade: ha, portanto, valores

20+1
de m, para | dado. Em consequéncia, deve ser um

numero inteiro, e temos duas possibilidades: (a) ! é inteiro, que
€ 0 caso que ja haviamos estudado. Costuma-se chamar esses
momento s angulares de momento angular orbital. (b) I € um
impar dividido por dois (semi-inteiro, na giria dos fisicos). Este
tipo de momento angular é denominado spin. Temos, entao,

[=1/2 1=3/2
spins , , etc.

Na verdade essa nomenclatura ndo é a usada na pratica, embora

seja a preferivel, do ponto de vista da matematica. Chama-se spin

de um sistema o momento angular desse sistema quando em

repouso. Um elétron em repouso tem momento angular tal
[=1/2

que , um pion em repouso tem momento angular tal

que [ =0, e hd mesons, ditos vetoriais, com momento angular em
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repouso tal que [ =1. E costume, por abuso de linguagem, dizer

1/2
gue essas particulas tém spin , spin 0, spin 1, etc.
Elementos de matriz
[=1/2
O caso mais importante do spin é aquele em que . Neste
+1/2  —1/2
caso, m sO pode ter os valores e , € é conveniente

tratar os operadores de momento angular utilizando suas
representacbes matriciais. Para tanto, vamos determinar os

i, I

,

elementos de matriz dos operadores , e . Temos, usando

a notacao de Dirac,
(m|l |tm) = 1(l +1) (385)

e, Como

-0
-3
[

o

=L+

a7

(ml|l |ImY = (Im|lyl_ |lm) + (Im|2|Im) — (Im|L|im)

Como todos esses elementos de matriz contém o mesmo valor
de [, podemos omitir este indice, ou seja, podemos abreviar a

notacao para:

(m I, m) = (lm I, Im)
etc.
(mlllm) =m  (m|B2m) =m> (mll|m)=1{+1)
Obviamente , e
. Logo,

(m|l_|m) = l(l+1)—m*+m (386)
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ou
P 387
(m|ll_|m) =(I+m)({—m+1) (387)
L.
A completude dos autoestados de permite escrever
> m)m| =1
que, inserida em (388), da
C (388)
S (mll ') (i |m) = (L +m)(1 —m+ 1)
(m|ly|m)
e sabemos que so é diferente de zero se m’ for igual
m—1
a . Logo, (389) se escreve
- - 389
(m|lylm— 1 {m—1|l_|lm) =(l+m)(l—m+1) (389)
f_ - E+
Além disso, e
(m —1)i_|m) = ((mfi*fm = 1)) = ({mliylm - 1))" ,
0 que permite escrever, de (390),
(m|lgm—1) =l +m)(l—m+1). (390)

Dai tiramos que
(mliplm — 1) = &\ (1 +m)(l —m+1). (391)
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A escolha de a estd ligada a definicdo precisa dos harmonicos

. Yim(6,9) | .
esféricos . Para a escolha feita anteriormente, Eq.(329),

deve-se escolher a = 0. Logo,

(mllyjm—1) = \/(l+m)(l —m+1) (392)

(m—1]i_|m} = ({(m|l4|m—1))"
e, como , temos

(m—1i_|m) = /(L +m)({ —m +1) . (393)

Estes sao os Unicos elementos de matriz ndo-nulos, de e
A partir deles, podemos construir os elementos de matriz de

‘E!J
e , pois

(le+i) (394)

1
2
) PR
ly = E(h—i—) (395)

De fato,

(mlljm—1, =

im|l,|m — 1) = (m|l,|m — 1)* = %\/(J—l—m)(l—m—l—l) (397)
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L
Assim, os elementos de matriz de gue ndo sao nulos sao

(m|l|m —1) = (m — 1|[,|m) = %\/(E—I—m)(l—m—l—l) (398)

Por um calculo andlogo obtém-se os elementos de matriz nao-
]

Y
nulos de

(m|l,m— 1) = —(m— 1|l,|m) = —;Q\/(; +m)(l—m+1)  (399)

Usando as expressoes obtidas para os elementos de matriz,
Lz
vamos construir as matrizes que representam os operadores

o o~

I, [
, e . Para este Ultimo, temos que os elementos de matriz
nao-nulos sao:
. 1
w22y =g (400)
. 1
(-1l -1/ = -3 (@o1)

Os valores possiveis de m sendo +1/2 e -1/2, as matrizes terdo

a forma genérica:

413 -4 (402)
a1i a1 1
a; ; = (tal7) L
onde . Para , portanto,
- 10 L {1 0 1
3 _ L _ lo (403)
. ( 0 -t )72 0 —1)7 2%

onde introduzimos a matriz
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1 0
c;r:=(0 —1) (404)

gue é uma das matrizes de Pauli, que serao muito utilizadas no

que segue.

Verifica-se facilmente que

( /200,172y (/2] = 1/2) )=(
L2102y (=1/200] = 1/2)

L0 —
= E ; 0 (406)

(]

(405

T
I
[ AN
~

b3 e

a,
. . . . )
onde introduzimos a matriz de Pauli ,

0 —i
cry=(z- 0) (408)

Por um calculo andlogo chega-se a

. 101 1

Temos, portanto,
1

!I!; = 4y 410
27 (410)

1 =1,2,3 (1,2,3) = (z,y, =)

para , sendo , como de costume. As

matrizes de Pauli sao

(411)

LI
e
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0 —z
Ty = ; 0 (412)

1 0
U = ( 0 —1 ) (413)

Representacdoes matriciais de operadores sao sempre em relagdo
a uma base. Qual é a base usada nas representacdes matriciais
acima? Para descobri-la, basta notar que a matriz que
L.

representa € diagonal. Logo, a base é a dos autoestados

-

L.

de . Explicitamente, temos

(
(

Lo B N | ]
|

) (414)
0
1

)(:) = =)

L.
Desta relagao vemos que o0s autoestados de sao

(5) ()

representados pelas matrizes coluna e , que

(£)

formam uma base das matrizes coluna , comae b

kA
|

arbitrarios. Resta especificar o produto escalar de dois estados
quaisquer, em termos de suas representacdes matriciais.
a [
b d
Verifica-se facilmente que o produto escalar de por

é dado por
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c

(a*, b) ( J ) =a"'c+b'd (416)

De fato, em termos deste produto escalar, os elementos da base,
() (%)
0 1
e sdo ortonormais, o que prova a questao.

As matrizes de Pauli

As matrizes

0 1

Oz = ( 1 0 ) (417)
0 —z

Ty = ( ;0 ) (418)
1 0

T2 = ( 0 —1 ) (419)

tém propriedades especiais que faciltam o calculo das

propriedades dos estados de spin 1/2.

Tr(o,)=Tr(o,)=Tr(c.) =0

P1: . (Imediata).
Tz, G'y y T2 N

P2: sao hermiteanas. (Imediata)
ol=c2=g2=1

P3: , onde

Tx0p = 5&51 + EIEEBCG—C
P4: , cuja demonstracdo é um exercicio
simples. Esta propriedade sintetiza a P3 e as seguintes relacodes:
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00y = 10% (420)
o0, = Loy, (421)
0yo. = 0 (422)
0.0, = —0y0; (423)

e assim por diante.

4

E conveniente introduzir a notacao
g=l(o,,0,0.)

J;
que descreve as como componentes de um “vetor” denotado
por &. Usando esta convencao se escreve, por exemplo, se a

for um vetor ordinario,

g.a=a,0,+a,0, +a-+ zo,

ou seja, .a € uma matriz 2x2. Podemos entdo enunciar a
(g.a)(g.b) =ab+id.(axb)
P5: , onde o termo entre parénteses

€ o produto vetorial ordinario. Demonstragao:

G—Eafﬂ—mbm = afbmﬂ—fﬂ—m = an!bm(fsfm + EEEmnG—n)

—

=ab+ iﬂ'nfngmagbm =a.b +33(a = )

Teorema: Seja A uma matriz 2x2 complexa qualquer. Entao
) Ao Az A A,
existem numeros , , e tais que

A= I+ o, + N\yo, + Ao, (424)

o, O, o,

=

’ ~ r - - - J ~
Estes numeros sao unicos. Ou seja, 1, , e sao uma
base do espaco vetorial das matrizes 2x2 complexas.
A demonstracdo consiste em exibir esses numeros. Suponhamos

o problema resolvido, isto é:
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A=Al + Ao+ Moy + Mo, (425)
Tomando o trago termo a termo, temos:
Tr(A) = }.UTT(T) + A Tr(o.) + \Tr(o,) +A.Tr(o.) (426)
Tr(AA) = \Tr(4)

onde usamos , para qualquer numero A e qualquer

matriz A, temos, levando em conta a P1,

Tr(A) = M\Tr(I) = 2), (427)
ou
1
Ao = ETT(A) (428)
Az
Para calcular procedemos assim: multiplicamos (426) termo a termo, a
G—I
esquerda, por , obtendo:
- (429)
oA = Mo, + A1+ Moo, +\.o.0.
Ora, os produtos com , sao matrizes de traco nulo. Logo, tomando,
termo a termo, o traco de (430), temos
Tr(o,A) = M, Tr(I) = 2), (430)
Ou,
1
A, = ETT(JIA:] (431)

e, procedendo analogamente,

.}'n!; = %TTU}A) (432)

Demonstra-se facilmente, usando este método, que 1 e as trés
matrizes de Pauli sdo linearmente independentes. Além disso, o
espaco vetorial das matrizes 2x2 complexas tem dimensao 4. Logo,
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o conjunto considerado é uma base, e portanto os coeficientes
calculados acima sao unicos.

Interacao Eletromagnética: Formalismo Hamiltoniano

O problema que estudaremos aqui € o seguinte: uma particula
q , ~

de massa m e <carga esta sob acao de um campo

eletromagnético descrito por £ e E. Determinar o Hamiltoniano

da particula.

Nao fosse pelo campo eletromagnético, o Hamiltoniano seria o de

uma particula livre,

|
Il
3™

, 9 :
A forca que age sobre uma particula de carga , devida aos

campos elétrico e magnético, é (forca de Lorentz):

_ - 184
E = _ _ -
ve c Ot
E_i; = rati
Logo,
F=g{-Vo 1[3'4 7 x rot A}
—q - af: T T
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Como é bem sabido,?’

Como , temos
= 1 dA s e s Lo
Fo= of-Vo— = - @V A-V(@d) +(#9)4)}
1 dA - _ -
— _Veé— 2= V(T (433
o{-Vo— [ -~ V() )
ou seja,
B} B, 1.~ 1dA
= g[— — T A) -, (434)
F=q-Vie cl A) c dt]
U =q(o— LuA)
Seja . Vamos mostrar que a lagrangeana
L=T-U=T-gqgo+2cA (435)
-

descreve o movimento de uma particula sob a acdao da forca F'.
Aqui, como de costume, T representa a energia cinética. De

fato,

adL do

d g_ =
oz~ 93, T3t A

oL _OL 9T g,
c

Oz S, O,
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iBL _E(BT)+EdAI
dtAv,  dt v, c dt
9L _ d oL _
. dz dt Fuz ,
Logo, a equacao de Lagrange, , da
do d g = d or gdA,
=L (ir == 3
qax—l_ﬁx(cl ) dt(ﬁrr)—l_c dt
de modo que
d oT , 1.~ 1dA
— = al— — A - —
dt(al'r) i{=Vie " ) c dt }-

Mas

de maneira que

Logo,
_ 1 - 1d4
v =g{—V(d— —1T.A) — —— (436)
e Q{ (¢5 cl ) c dt
L=T—-q0+ Ef".;i'
Conclusdo: . Passemos agora a construgdo do

hamiltoniano.

dL  odT

_OL _9T g0 .z
P7 Bg .

(@.4)

¢ 84;
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d =
E(t J = .rl
e, entao,
0T g
Py Tt

Precisamos agora de uma propriedade importante das funcoes

homogéneas, o teorema de Euler (ver Apéndice):
= 2T
Zgé‘q

Vamos usa-lo para calcular o Hamiltoniano H:

H = Zq —I— A}—T+qu——tA
[ c
_ 2T+EF§—T+q@—EFi
- c o (437)
ou seja,
H=T+qo (438)
pi=2ZL +24 =mi+ 24 T ===
5"?: < < 2
Ora, , pois . Logo,
mi=p— 24
o
e, finalmente,
1 g .
H=—(p—- 24)° 439
o (P— ZA) + ¢ (439)

Em palavras, no Hamiltoniano livre
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(R
H=—
2m
2 P- fA q
substituo — por , e adiciono . Esta é a

chamada substituicdo minima, ou acoplamento minimo. Se o
hamiltoniano for mais geral, do tipo
1

H=—¢F +VI(F
5P (7)
V()
onde € a energia potencial, a mesma regra vale. Adicione-
qP P p—324 ) )
se e substitua-se — por . Se houver varias particulas,

ﬁ;ﬁ . _’ai

de momentos , faca-se a mesma substituicao para cada ,
. : N

adicionando-se termos de energia potencial para cada

particula. Essas generalizagdes sdo faceis de demonstrar,

seguindo exatamente o padrao do caso de uma particula livre.

Apéndice: O teorema de Euler

. flanza,z.) \
Uma funcao e dita homogénea de grau k se
f(Azy, Azs, o Ay, ) = }.kf(xl,xg,...,xn) (440)
.f(x:y:] =Ty .
Por exemplo, e homogénea de grau

flz,y,z) = z’y + 3z°z + bzyz
2; €& homogénea de grau 3.

O teorema de Euler diz que, se € uma funcao homogénea de

grau k, entao
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o0
> xi =kf (441)

i

A demonstracao € muito simples. Derive a Eq. 441 em relacao

a A, edepoistome A =1.

Acoplamento do spin com o campo magnético
Seja

o

H=Z 4V() (442)

o hamiltoniano de uma particula de spin 1/2 e carga e. Note-se

que
(3.5)(7.5) = PB+i5.(F'x B) = 5 (443)
de maneira que o hamiltoniano acima pode também ser escrito

- EaEs V() (444)

O acoplamento minimo, estudado no paragrafo anterior, consiste
Fpoor-id _
na substituicdao de — por , onde A é o potencial vetor do
campo eletromagnético que age sobre a perticula. Ora, se se
realiza essa substituicdo em (443) ou em (445), obtém-se
resultados diferentes. Verifica-se que os resultados corretos sao
obtidos usando-se o hamiltoniano em (445). Fica claro neste
ponto, entao, que o acoplamento do spin com o campo
eletromagnético que vamos introduzir tem um carater empirico.
E s6 guando se utiliza a equacao de Dirac para descrever o spin
do elétron que se obtém, diretamente da teoria e sem a

necessidade de fazer escolhas, um acoplamento definido (que
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corresponde aquele que, aqui, foi escolhido por razdes

empiricas).

Devemos, entdo, descrever as interacdes eletromagnéticas da

particula usando o hamiltoniano
- ]‘ — — e - — — e »
i (5~ A (-] v s o
2m e c

Como estamos interessados no campo magnético, vamos ignorar
o ultimo termo. Consideremos o

7 (F~24)] . [7 (7~ =)

termo . Temos

+ A4 (446
c )

Mas,

[fﬁ;j:) + (Ep':]] Y = —iﬁﬁ.(ﬁyﬁ) — RANY

—

=  —iR(V.A —iRAVY —RANVY (447

Escolhendo o gauge em que V.A= 0, temos
[(_ﬁ;i') + (jﬁ]] o) = —Qiﬁﬂ.ﬁyﬁ (448)

ou,
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[(7.4) + (Ap) = 245 (449)
Temos ainda
a. [ﬁ'x A+ A xﬁ: =
= & [-iRV x (Ay) + A x (—tRY
= & |k ((ratApy — A x V) -
- —ike.|By|

== _E:EG—_'.B'E":J 45(

Reunindo tudo, temos
3 3 ) o R = e - (451
o (- A (- 28] -2 -its-Fe5aSn
[ [ [

Hcm
O hamiltoniano é obtido dividindo isso por 2m:
g -2 _ Z A5- 7 B (452)
2m  me 2me

Para o caso de um campo uniforme, temos

i=1@xﬂ (453)

!
&

como o leitor verificara facilmente. Resulta entdo que

- E -
B.(Fxp)— —&.B (454)

mc ATILC

=

P
m 2

[

Finalmente, usand0 ——————__-¢e , temos
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_é' — E—.;_‘ = Eg = _’_B_’ (455)
em T 3m T TP T e
T
= A2
7 - ’ r"A - -
Ha ainda, é claro, o termo , que omitimos porque, no

tratamento perturbativo, representa uma correcdo de ordem
superior as que usualmente se calcula.



