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18: O atomo de Hidrogénio

= Determinando o comportamento assintotico

= As solucbes da equacéao radial

= Algumas propriedades do atomo de hidrogénio
= Exercicios

O ndcleo do atomo de hidrogénio é cerca de 2000 vezes mais pesado do que
um elétron. Por isso se pode ignorar o movimento do nucleo e descrever o
atomo simplesmente como um elétron movendo-se com

1[;(?,) — _ Ze

r

energia potencial . A EQ.(335) é entdo escrita

iy . _ — (336)
Im g {—1"‘“““ —~—J ulr)=Eufr)

=
dr = 2r=

Note-se que esta equacao descreve mais do que o atomo de hidrogénio: a
interacdo de um elétron com um campo coulombiano possui também casos
em que o elétron ndo permanece nas proximidades do nucleo, mas afasta-se
indefinidamente dele: trata-se do espalhamento de um elétron por um campo
coulombiano. Aqui vamos estudar apenas os estados ligados do elétron:
agueles em que ele esta preso ao nucleo, formando um atomo. O que
caracteriza esses estados, na Eq.(336), € que eles
possuem energia negativa. Portanto, estudaremos as solucées do problema
E <0 E = —|E|
de autovalores dado pela Eq.(336), com , €, portanto, .

E conveniente introduzir variaveis adimensionais. Substituiremos r por

/8m|E] . (337)

P="z

e a energia, ou, antes, 0 seu inverso, por

N = m_ Ze® (338)
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: . i . P ~
Deixamos ao leitor a tarefa de verificar que, efetivamente, e A sdo

quantidades adimensionais. Verifica-se facilmente que

d u _ 8m|E| d*u
dr2  R® dp?

e que a Eq.(336) pode ser reescrita como

e (339)

ucif +L 22 = 1
R e A T

ou, finalmente,

d3 (340)
U dpt— “L#lu+ [% —%] w=0

Resolver este problema de autovalores consiste em determinar os
(w, ) U
pares submetidos a condicéo de que

li_rgto u(r) =10

gue corresponde ao fato de que o atomo tem dimensdes finitas.

Para resolver este problema utilizaremos uma técnica devida a Sommerfeld.

Em primeiro lugar, estudaremos que tipos de comportamento assintético,

P
para grande, as solucdes de Eq.(340) podem ter. Note-se que a equacao

Py (341)

r:Ep-—Iu.=U

Je)
coincide com a Eq.(340) para grandes valores de . Podemos, portanto,

afirmar que as solucdes de Eq.(341) devem coincidir com o limite, para

P
grandes , das solugdes da Eq.(340).
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Determinando o comportamento assintotico
Considere a equacgéao

R 342)
d*u——7— (
dfp-—%u:ﬂ
du
d
e vamos multiplicar cada um de seus termos por P, obtendo
dud’u 1 du
= Ty—
dpdp® 4 dp
O leitor verificara facilmente que esta equacao é a mesma que
d _ (343)
(&) -t
ou
d —— (344)
il (%) 5 =
Portanto,

onde JX é uma constante. Mas tanto u quanto as suas derivadas tendem a
zero no infinito. Logo, a constante /X deve ser nula, pois, calculada no

infinto é nula, e tem o0 mesmo valor em todos os pontos.

Consequentemente,

( @)2 _ 2 (345)
4
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(346)
du—dP: Tz
As solucdes dessas equacgdes sao
347
u(p) = exp £ 347
das quais a que satisfaz os requisitos fisicos de se anular no infinito é
(348)

Este é, entdo, o comportamento assintético que as solu¢des da Eq.(340)

devem ter.

As solucbes da equacéo radial
Vamos entéo procurar solucdes da Eq.(340) da forma

(349)

F(p) p ) o
sendo um polinbmio em . A razdo de ser um polinbmio € que o

comportamento assintético de (349) deve ainda ser dado pelo termo

F(p)
exponencial, o que é garantido se for um polindmio. Uma andlise mais

| | . F(p) o
fina mostraria que, se se admitisse que fosse uma série infinita, sua

. . . P
soma seria essencialmente uma exponencial em , alterando o

comportamento assintético.?’

~ Flp)
Seja uma expressao da forma

Flp) = Y52, Arp® (39
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onde a poténcia mais baixa é a primeira para assegurar que

dp k=1
d°F co

_ = k(k — 1) A"
dp” El i

Inserindo estas expressdes na Eq.(350), temos
(351)

%, .!|:.!+1]|] A;.;Pk} —0

502 (Rl — 1) Aug" 2 — kAt 4 [2 -

p
O coeficiente da poténcia k de  é dado por
(352)

(]:i"‘gj (]:{+1)A;5+3 - (k + ]-)Aﬁ:+l + )'I-Ak__l_l - E(E + ].)A;H_g - D

para que a equacgao diferencial seja satisfeita termo a termo. Diminuindo o

valorde k de uma unidade, temos uma relagdo mais conveniente:

A [(E 4+ Dk — 11 +1)] = (k— N4, (353)
ou, equivalentemente,
A E— m———T (354)
Para os indices mais baixos temos as equacgdes
Al(I+1)=0 (355)
(356)

[2—1(+1)]As+ (AN —1)A; =0
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A equacao (354) é muito importante. Dela vemos que, para que a série se
interrompa em algum ponto, tornando-se um polinbmio, devemos ter
que A = k. Ora, os k séo inteiros, logo, a condicdo para que a série se

interrompa é que exista um inteiro n tal que

(357)
A=n
Como
m  Ze’
A= [—="—=n
V 2|E| R
temos
5 358
—F—= _.E-ngﬁz r_l: ( )
ou, equivalentemente,
24 (359)
E. = -5 % ’

que é a féormula de Bohr! Voltando ao calculo das autofuncdes, além da

A Al

condicdo A = n, devemos ter que , de outra forma, na equacgéao

(354), o denominador se anularia ao mesmotempo que o numerador, nao

Ar L#n

garantindo o anulamento do coeficiente . Portanto devemos ter

Vamos construir as primeiras solugées. Tomemos A =n = 1 A este valor

corresponde a energia

E = _@
2h-

que é a energia do estado fundamental do atomo de hidrogénio (o de
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energia mais baixa). Para este valor de A podemos ter [ =0, mas

ndo [ = 1. Entdo, das equacdes

Al +1) = 0
2—1(1+1)] A= (N —1)4

Al 1‘1':=D

temos Que € indeterminado, e , assim como os coeficientes de

indice mais alto. Temos entéo, para a solucao,

(360)
F(p) = Aip
e
(361)
R(p) = Arexp -4
Em termos de r, usando
vy BmlEl
P = E r
e introduzindo
ﬁ.z
dp = S
me-=
denominado raio de Bohr, obtemos, apds célculos simples,
2ET
P _—
My
Para o estado fundamental, temos, entdo,
(362)

Rl(r) = Ay exp _f—;
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YDD
que é também a funcdo completa, pois € constante.

Para A =n = 2 temos as possibilidades [ =0 e [ =1. Para o primeiro
Al AE
caso, temos, novamente, indeterminado. Para , usamos a equacao
(353), que da
1—2
1"1'1 - —1‘1
2 12 1

ou seja,

A solucéo entéo é

_ 2 (363)
Flp) = (p- %)
e
(364)
R(p) = A1 (1— &) exp—£
Expressando em termos de r, obtemos
: , , (365)
Yoo = Ay (]- - —iu) P _iu

onde usamos a notacdo tradicional para os autoestados do atomo de

o Um(16,9) | |
hidrogénio: . O leitor, neste ponto, deveria ser capaz de

mostrar que

(366)
Vinpm = Azé =P (_ ﬁ) Yo U(g= 4’5)

ag 2ag

No segundo caso, [ = 1,vemos, da Eq.(355), que

A]_:O
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Aj A3 = D
enquanto € indeterminado. , assim como os indices mais altos.
Logo,
F(p) = A:FE

A expressdo em termos de r vem a ser

(367)

Como vimos, a fungéo radial fica definida quando se dédo os valores de ne [

Rng (?")
. Por isso ela é denotada por . Para o caso de [ =1 a dependéncia

angular ndo é trivial, pois temos

368
'i_,-""”'!m(?" f:}, t?f)) = f{Rng(r)Y]m(ﬂ: ¢) ( )

gue, nesse caso da

(369)

com m podendo tomar os valores 1, 0, e -1.

Note que a energia fica totalmente determinada por n. Entdo, exceto pelo
estado fundamental, a cada nivel de energia correspondem mais de um
estado do sistema. O espectro € dito degenerado (no bom sentido!).
Considere, por exemplo, o nivel de energia com n = 2. Podemoster [ = 0,
que da um Unico estado, ou [ = 1, que admite 3 valores de . No total,
entdo, ha 4 estados neste nivel de energia. Diz-se que ograu de
degenerescéncia € 4. E facil provar que o grau de degenerescéncia do

nivel n é n2. O numero quantico n é denominado nimero quantico

principal.

A seguir apresentamos uma lista das partes radiais de algumas fungdes de

onda do &tomo de hidrogénio.
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Algumas propriedades do atomo de hidrogénio

Até agora escrevemos as func¢des de onda assim:

'E_ilf"lnl!m(rl Eil:I qb) = I{Rﬂf (T)}/'!m(ﬁ’ ¢)

(370

(371

(372

(373

(374

(375

Como determinar a constante i ? Uma vez que os harmdnicos esféricos

sdo normalizados por conta propria, pois

f‘r dqﬁf sin 8 df|Yin(6, 62 = 1
W] 0
devemos ter

[ 72dr [ 5in 68 [27 ddltmim(r, 6,0) = |K|? [$° r2dr| Rn(r)

(37
6)
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|
Y100

Exemplo: para o estado

L [ 22T
|fi"f drr-exp——— =1
0 dp
Usando
oo 2L a>
drr® exp — = —L
/u P T azs
obtemos

(][]

Rig(7)

I
Ea
&g
e

[

4]

"

I
&5

confirmando o valor da tabela.

De posse da expressdo detalhada da funcdo de onda, podemos fazer

perguntas interessantes. Qual é a probabilidade de o elétron estar, no estado

T +dr
fundamental do &tomo de hidrogénio, entre r e ? Ela é dada por

P(r)dr = (5_0)34 exp (— 22 r2dr (377)

Para que valor de r a probabilidade é maxima (para idénticos dr)? No
ponto de maximo, teremos

dP(r) 2Zr 227 2Zr
i ZQTEKP(— )—r‘—exp(— >=U

Ly

ou
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Logo, para o atomo de hidrogénio ( Z = 1), temos que a probabilidade

T = dp

maxima é para , 0 raio de Bohr!*

Vamos calcular agora a velocidade média do elétron no estado fundamental.

= 2 T oo 2 ! Pz .| (378)
(B2 = [27 d¢ [ cin 0d8 [&° 72 drinee(T, 8, 0) E=yngo(r, 6, )
A ! 3 l
Pr= _EEE Yﬂﬂ(gqu) =
Usando e m, obtemos
(379)

{%} — Bif (5)4 f° drr?exp (—%) fuh_ docos@ [; df sin” @

dxm | ag

r=rs3nfcosd
onde usamos . Como

/J dbcosd =0
0

temos que o valor médio da componente x da velocidade do elétron no
estado fundamental € 0. Como o estado é esfericamente simétrico, 0 mesmo

resultado deve valer para as outras componentes. Logo,

Isto posto, podemos dizer que e elétron esta em repouso, ho estado
fundamental? Certamente ndo! Em qualguer modelo classico com orbita
circular (qualquer orbita fechada, de fato) o elétron esta em movimento e sua
velocidade média é zero. Para obter mais informacgfes sobre o que o elétron
faz no estado fundamental do &atomo de hidrogénio, vamos calcular

sua energia cinética média. Ela é dada por:

2

B o
{P—> = _%/d??"{flnn(f})v“@'f"lﬂﬂ(‘i’) =

2m
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B F oo 5 o T 1 8 5 (38
_ _%j; drr Rm(r)fu f.f@sfu sin 6d6Yon(6,6) | — = (r >

(

R e d [ ,dRy

- -2, L"*TRN(T)E(T dr)
A Z Z Z Z

- B () [ amn () (o () - L (-2)
2m ag 0 agp ag Qg ag

2 4 oo oo
= E—il (E) {2/ drr exp (— ZZ—T) _Zz drr? exp (—%)}
2m \ag 0 ag g J0 Ap

Usando as integrais

co 2ZT az
d a . — 0
/.; TP ( a0 ) 173

co 24T a-
drrexp [ — = 2
/u P ( o ) 472
obtemos o resultado, para Z =1,

: (381)

L= ]

Logo, o elétron nédo esta parado. E nem poderia: se tivesse
momento perfeitamente definido (no caso, nulo), sua posicao teria de ser
totalmente indefinida, pelo principio da incerteza. Como a incerteza na

dg
posicdo € da ordem de e, da EQ.(382), vemos que a incerteza no
3

P 20 . P
momento € da ordem de , vemos que o produto das incerteza é da ordem
de k. Ou seja, o elétron tem o minimo movimento exigido pelo principio de

incerteza. Esta tdo parado quanto é possivel!
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Exercicios

Os estados estacionarios do atomo de Hidrogénio sédo denotados por

'E_'“I"Iil".!-l!m (T! ﬁ 1 qb)
. A seguinte sSuperposicao:

1.'3"(?": '9: qb) = I:]'1"!."|I"=':':1311'1'!'1 (T: IE;: ¢) + a'ﬂ'f"n:f:,m: [:T, '9: qb)

n#Fn, Lh#FL mp#Fm,
com : : , € um estado do Hidrogénio, que néo é
2 z
um estado estacionario, e ndo é autofuncdo nemde [ nemde . Dentro

deste estilo, construa

- - - - - Jg
(a) Um estado do Hidrogénio que seja autofuncéo simultaneade H e [ |,
[

mas nao de

B

(2]

(b) Um estado do Hidrogénio que seja autofuncao simultanea de He ,
-3

mas ndo de [ .

2. Uma particula livre executa movimento unidimensional ao longo do eixo =z

,esuafuncdo deondaem ¢t =0 é

T (x,[]) = AE_M:EHI

(z,t)
onde [ é uma constante real. Determine

3.(a) Um sistema fisico é descrito por um hamiltoniano

P
m

H=+—410?

[

.
—

P
onde ) é hermiteano. Mostre que — € hermiteano, e que se um operador €

hermiteano, seu quadrado também é. Finalmente, mostre que os

autovalores da energia do sistema s&o positivos ou nulos.
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(b) E possivel um operador ser ao mesmo tempo unitario e hermiteano?
Exemplo!

(AB)t = BtAt
(c) Demonstre que

L A, B]
d) Demonstre que, se A e B sdo hermiteanos, também é.
( q
2 % £[0,B] =0
t t gt =" -
(e) Sejam e nulos. Mostre que ,onde 0, o operador

Y(7)

“zero", é tal que, qualquer que seja a fungcédo de onda

4. (a) Determine e para o elétron no estado fundamental do atomo

o
de hidrogénio. Expresse suas respostas em termos do raio de Bohr

dg
Determine também , que é o raio da “Orbita de Bohr" do estado de mais

baixa energia, no modelo de Bohr.

o (my (7)) _
(b) Determine e no estado fundamental sem calcular mais
integrais, usando o resultado anterior e as simetrias do estado fundamental.

(z7) (n,l,m)=(2,1,1)
(c) Determine no estado . Note que este

L Y, <
estado ndo é simétrico em )

5. Qual é a probabilidade F de que um elétron no estado fundamental do
atomo de hidrogénio seja encontrado dentro do nacleo?
(a) Primeiro calcule a resposta exata. Denote o raio do nucleo por b.

(b) Expanda o seu resultado como uma série de poténcias no numero

)
e= 2
ag

pequeno , € mostre que o termo de ordem mais baixa € cubico:
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P = (4/3)(b/ag)?
Este termo deveria ja& ser uma boa aproximacdao,

b < dp
pois

(c) Alternativamente, poderiamos pensar que a funcédo de onda do elétron é
essencialmente constante sobre o pequeno volume do nucleo, de modo

P = (4/3)x& [¢(0)]?
que . Verifique que o resultado é efetivamente bom.

ag ~ 0.5 x 1078
(d) Use b= 107%cm e cm para uma estimativa

numérica de F. Grosso modo, isto representa a fracdo do tempo em que o

elétron se encontra dentro do nucleo.

6. Estime, a partir do principio de incerteza, quanto tempo um lapis pode ficar

em equilibrio vertical sobre a sua ponta.

7. Uma bola perfeitamente elastica, localizada entre duas paredes paralelas,
move-se perpendicularmente a elas, sendo refletida de uma para outra.
Perfeitamente elastica quer dizer que a energia cinética ndo se altera..
Usando a mecanica classica, calcule a variacdo da energia da bola se as
paredes passam a se aproximar, lenta e uniformemente, uma da outra.
Mostre que esta variacdo de energia € exatamente 0 que se obtém na
mecanica quantica se o numero quantico principal n da bola permanece

constante.



