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16: Autofungdes do momento angular

= As autofunc¢des da componente z do momento angular
= Autofuncdes simultaneas do momento angular total e da componente z

= Construcao dos harménicos esféricos
= Exercicios

Por razfes técnicas é conveniente introduzir os operadores ndo-hermiteanos

- o

i = I, —il,

Seus principais comutadores sao:

. o
=1 —P+1,
7
. .

As autofunc¢des da componente z do momento angular

L. ¥(9)

As autofuncoes de sao funcdes tais que

[ (0) = Ly (¢)

1E+ == ‘Ez +faé;r

(279)

(280)

(281)

(282)

(283)

(284)

(285)

(286)


http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/momento_angular
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/momento_angular/#SECTION000171000000000000000
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/momento_angular/#SECTION000172000000000000000
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/momento_angular/#SECTION000172100000000000000
http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/momento_angular/#SECTION000173000000000000000

Autor: Henrique Fleming

[,
onde € um numero. Omitimos aqui, por simplicidade, as outras variaveis, T
(2
e #,de que a funcéo em geral depende porque séo irrelevantes para este

problema. Como

P ;9
z — za¢
temos, para a Eq.(286),
—1'2—2; = [y (287)

cuja solucéo é

Devemos ainda ter

g-’;(qb + Qn?t‘) = g-’;(qb)

0 gque exige que

il.2nw =1

=

[,
ou seja, que  seja um numero inteiro. Vamos denota-lo por m.. Entéo,

E-'Ei:mdﬁ — met™® (288)

o o —00 <M < 0O _
que € satisfeita para qualquer m inteiro, . Normalizando,

temos

Un(6) = i exp (im) (289)
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Autofuncdes simultaneas do momento angular total e da componente z

¥(9) L
Seja a autofuncdo de  de autovalor m . Calculemos
E: (E-'_'Ej"lfm) = (f:ﬂﬂ_ — h+f: + h+i\:)'l_'"la'm
= [A:: ‘E\+]7""m + lE\+‘E\*""1|l":-:-:.

I = Kt

I Wm = I{"i_i'f’lm—l

L I

Assim, usando os operadores e , pode-se varrer todo o espectro do
L.
operador
Considere o operador
I —P=D4+P

Lema:Se O é hermiteano,

. (290)

(0% =0

para qualquer estado.

Demonstragéo:
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f dgy* (9)0%¥(q) = f dq (Ov(g))" (Ou(g f dg|Ov(q)

e
4+ =0

Em particular, segue que , logo,
= 291
-8 =0 (291
-2

A construcédo das autofuncées de [ ¢é facilitada pelo fato de que a expressédo

a

o~

de [ é um operador diferencial familiar a fisica classica. De fato, um célculo

direto leva a
[ = exp (i1¢) | == 9 + i cot E?E (292)
o i) do
e, como
A R L
obtém-se

=3 1 & 1 4 s,
= — _ (293)
: (sm3E5¢3 +su:1rf-3' 85(5111355))

Acontece que o laplaceano em coordenadas esféricas e

(294)

ou seja,

o= LE( zi) _L (295)
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Os fisicos do século XIX resolveram o problema de determinar as autofuncdes

de [ :* essas funcdes sdo os harménicos esféricos, , que satisfazem
as equacoes de autovalores
[ Yia(6, 0) = (I +1)Yi.(8,0) (296)
[.Yim(6,0) = MY} (6,0) (297)

Os harmonicos esféricos sdo muito bem conhecidos. Para um estudo deles no
contexto classico as minhas referéncias preferidas s&o Courant[6] e

Sommerfeld [9]. Nessas notas, usando técnicas que introduziremos a seguir,

Yim
construiremos explicitamente 0s . Para o0 momento é suficiente informar

que

Yin(6,0) = K P'_(8)exp (imo)

o

(2]

ou seja, € o produto de uma fungdo de # por uma autofuncéo de

L. exp (tmo)
Uma observacédo importante: as autofuncdes de sao as funcbes

=

para qualquer inteiro ™. Quando construirmos as autofungdes comuns a [
L.
e ,veremos que m sofrera mais restricdes. De fato, como temos

0

(0 —1

v

)y =0

e L

Segue que

(29

[ davi@ (5 - f’) Vin(g) = (M1 41) = m?) [ da} (a)Yin(a) = g
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Portanto, dado [, m ndo pode ser qualquer inteiro. O maior valor permitido é

tal que
(I4+1)=m’
m=1[+1
Vé-se imediatamente que m = [ é permitido, mas € proibido.
| 3 Yirn(q)
Logo, o maximo valor permitido de m para as autofuncdes é m=1[.
m = —I
Um argumento an‘alogo mostra que o menor é . Resumindo,
—l<m</|
Neste intervalo,
= 299
[ Yim(8,0) = [(1+ 1)Yin(8, 0) (299)
. (300)
L.Yim(8, ¢) = mYi(6,9)
2041
Assim, para cada [ ha valores distintos de m.
Construcao dos harménicos esféricos
Chamaremos de operadores vetoriais operadores do tipo

T=T,+T,;+T.k

e que satisfazem as seguintes relacdes de comutacdo com as componentes do

momento angular:

(o) T3] = i€, (301)
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onde a costumeira convencédo indica uma soma sobre os valores do indice ¢, e,

sendo T e T dois operadores desse tipo,

;L2 302
(L, TV =0 (302)

7
Exemplos: ¥, e L s&o, todos, operadores vetoriais.
Das relacbes acima segue, em particular, que, para qualquer operador

o

vetorial T,

[, T5T,] =0 (303)

Seja T um operador vetorial. Serd util introduzir um ““operador escada”, da

seguinte forma:

Facilmente se verifica que
[f::f‘+] = T+ (305)
bem como
[f:r::l j:'+] = _j:': (306)
(L, T4 ] = —iT. (307)
.
[‘E :T+]
Vamos agora calcular o  comutador ) Lembrando  que
-3
I =2+ 1240
e usando as rela¢des acima, temos, apds um pouco de paciéncia,
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. (308)

-

([, Ty = 2[T4l. — T.l1]+ 2T

] };n!m 5 o3 ) ) };H
Sejam as autofuncbes de [ e, em particular, seja aguela com

maximo valor de m, para um dado . Vamos mostrar que

T+Y.!.! = KYi41011 (309)
onde fi é uma constante.
De fato,
2 (310)
Yy =1(+1)Yy
(311)
Ty (I Yi) = 114 1)T4 Y
i
Ora, o operador pode ser escrito assim:
L2 .2 2, 2, . 2 2, (312)
Tyl =Tyl — 1T +1 Ty =Ty, 1 |+ Ty
Logo,a Eq.(311) pode ser escrita
2 2 (313)
[T, 0 [Yu+1 (T4Yu) = (I + 1)Y
Usando a Eq.(308),
(314)

2T Iy Yy — 2T 1Yy — 213 Yy + L (T4 Yy) = (1 + 1) (T Yu)
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1Yy =0
Como , obtemos sem dificuldade que

2 . (315)
(T4Ya) = (I(L+ 1)+ 20+ 2) (T4 Yq)

ou, finalmente,

) (316)

3

[ (T4Ya) = (L +1)(1+ 2)(T4 Y

1. Yy "3 (I4+1)(1+2)
que significa que é autofuncdode [ de autovalor .
Logo,
Yy = KY (317)
] Yoo
Este resultado mostra que, se determinarmos , seremos capazes de
Yy N
construir para qualquer [, sem ter de resolver equacdes diferenciais.
Yﬂﬂ(ﬁ;:qb)
Para determinar note-se que
. (318)
I:YUD(E: C;é) = D
e
E—Ynn =
'E+Yuu =
Dai segue facilmente que
[ Yoo =0 (319)

[, Yoo =0 (320)
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Dessas duas e da Eq.(318), segue que
.
(1 + Eemj) Yoo = Yo (321)
7=12,3 ] Yo o _ .
para Isto quer dizer que € invariante por rotacbes
Y o, .
, , OU seja, € invariante por qualquer

infinitesimais em torno dos eixos =z,
rotacdo infinitesimal. Logo, é esfericamente simétrica, ndo podendo depender
Yoo )
Portanto, é

tomar

Mas essas sdo as suas Unicas variaveis.
entdo

de # ou
normalizacdo, podemos

constante.

A menos de

Yuu = l
2 I
associado a

Considere o operador vetorial L., e vamos construir o operador

ele,que seria o operador

"‘il}
|
[ B
_I_
[
[ )

g

Como os operadores e sdo multiplicativos, vamos cometer um ligeiro
abuso de notacdo, omitindo a "casinha"(acento circunflexo, versdo chinesa).

Assim, escreveremos, sem a menor cerimonia,

o

deixando claro que se trata de operadores. Ja que estamos com a mao ha
T,

= M)

O operador

massa, vamos estudar, em lugar de L, o operador
(322)

associado a ele é
. T + 1y

I, =—
T

Temos, entao,


http://efisica.if.usp.br/moderna/mq/momento_angular/

Autor: Henrique Fleming

XY

p=2EE 1=2EE_F7,(8,0)

ou seja,

Y1:1(6, @) = cte. x ir” = cte. % (sinflcos @+ tsind sin @)

ou ainda,

Y11(6,6) = cte. x sinfexp (i0)

De uma maneira geral, teremos:

Yu(8, ¢) = K (22)

r

o~

Vi, l_
Para obter basta fazer uso do operador

Y,.(6,0) = K (f_)*_’”’ (ﬂ)e

r

Yim
A determinacdo de [ é feita pela normalizacédo dos :

f:rdqﬁf; Sin 86|V (8,0) = 1

(323)

(324)

(325)

(326)

(327)

(328)

Toma-se usualmente /A real, o que fornece a seguinte tabela de harmoénicos

esféricos:
1
Yﬂﬂ(ﬁl:é) = ﬁ
Y14 = F (;—TL_) : sin fet®
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[ [

Yl,u

Il
N
| o

0 ) cos#f
o (329)

e assim por diante.

Exercicios
[AB,C] = A|B,C] + [A,C]B
1. Prove que
[H,l]=0 [H, exp 36R1] = 0 L i=1,2,3
2. Prove que, se entao , com

sendo as componentes do operador de momento angular. De fato, o resultado
vale para qualquer operador que comute com o hamiltoniano H, e, portanto,
para o proprio H. Enuncie e comente este Ultimo caso. Mais precisamente,
[H,exp—iHt] =0
mostre que e sempre verdade que
1 + LAGRL,
3. Mostre que o operador ‘roda” o sistema de um angulo

L
R

infinitesimal AA@ em torno do eixo z. A generalizac&o para angulos # arbitrarios

exp 2R, U(8) = exp 6AI,
é . Seja . Vimos no exercicio anterior que,
[H,1]=0 [H,U(#)] =0 Y Hy = Ev
se , entao . Seja  tal que e
) = U(Ei')y"} Hy' = Evf
considere . Mostre que , com o mesmo E anterior.

Chegue a uma conclusdo analoga usando o ultimo resultado do exercicio 2.

V(r)
4. Mostre que se a energia potencial de um sistema é , iIndependente

[H,[;]=0 t=1,2,3
de fe entdo , para .

5. Mostramos no curso que

mll,| m—1) = (m—1|l|m) =é¢u+mu—m+u

qmmm—n==—mh4mm}=-€¢u+mu—m+u
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que, trocado em miudos, quer dizer que

2w T . . l
fn d@fn dfsin Y 1Y, 1(6,6) = E\/(st +m)(i—m4+1)

(@) Escreva o0s demais elementos de matriz dessa forma.

Yim(8,0 = 7/2)
(b) Considere 0 harmonico esférico . Temos

exp (%Mmr)mm(a, 7/2) = i (6 + A8, 7/2)

exp(FAGRL,) = 1 +id6l,
Por outro lado, e, usando os elementos de matriz

acima,

(14 iABL )Y (8, 7/2) = Hm(ﬁ,ﬂﬁ)—l—z’%\/(i—l—m—l—l)(i—m)}ﬁ,mﬂ(ﬁ,ﬁﬁ)

2
+ i% (l+m)(l—m+1)Y.—1(0,7/2)

Logo,

}ffm(g + &Q: T‘_frg) = ]f’]m(ﬂ, T"_/rg) -+ 3§\/(‘E +m+ l) (‘E - m)}fﬂ,m+l(gl ?rfz)

2
+ é% (l4+m)(l—m4+1)Y —1(6,7/2)

Verifique cuidadosamente o argumento acima (o professor ja esta meio velho...)

e depois teste-0 no caso particular I=1. Neste caso os harménicos esféricos séo:

704 1/2
(i) cosf
47

a4 12 .
Ny = :F(Si) sin fe®

m

oy
[



