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15: Rotacdes e o0 momento anqular

()
Uma particula de massa m esta em um estado de funcdo de onda

Vamos executar uma rotacao infinitesimal dw sobre o sistema.'® Em sua nova
posicdo,a funcdo de onda seréa

V(7 + 67) = U(7) + (50 x 7). VU(7)

| 9]
desprezando-se os termos a partir dos quadréaticos em . Como

(80 % 7).V = 8@.(F x V)

podemos escrever

—

Y(F+67) = V() + 6.7 x V)4 (F)

= (1468.(F x V) v(7)

= (]_ + %5:,3.(:7}{ (—Eﬁ)ﬁ)) ’!,'“J(?T) (264)

" o TP 265
V(7467 = (14 160.(7 x 7)) v(7) (269)
Fxp
Denotando o operador por L, temos
Y(7 + d0F) = (1 + %M.E) U(T) (266)

O operador L é denominado momento angular, e ¢é escrito, mais
detalhadamente, como

o~

L=Li+L,j+L.k

Da Eq.(264) se tira a expressao

L= —ihFfxV (267)
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ou, para as componentes,

. , 3, d
. , d d
Ly = —ih (:E — I—:) (269)
. , 3, 0
L. = —dh (Ia—y - ya) (270)

e

Como L & hermiteano (por que?),

o o
Uldo) =1+ Eﬁw.L
€ unitario, e é a parte infinitesimal de
: i55.L

U=e¢

que, atuando sobre a funcdo de onda de um sistema, produz a funcéo de onda

do mesmo,roda do de dw.

Exemplo:

(1) Rotagdo em torno do eixo =z: usando coordenadas esféricas, uma rotagao

¢

em torno do eixo = muda o valor da coordenada . A rotacdo que leva

b + Ad do = riuj Sw. = Ao

em € caracterizada por , com . Logo,

L

U(63) = 1+ an:;‘s’i‘ =1+ AL

V(o)

Seja a funcao de onda do sistema (explicitamos apenas 0 argumento que

seré alterado. A funcéo de onda normalmente dependerade r, # e , quando

o sistema é descrito em termos de coordenadas esféricas). A rotacdo
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U(6) — (6 + Ag)

considerada leva . Mas

9,
5o"

9

V(6+A0) = ¥() + Ao 5

(6) = (1 A ) 9(9)

para transformacdes infinitesimais, e usando a formula dos acréscimos finitos do

Célculo. Outra maneira de escrever isto é

'i!-"}(ﬁé + ﬂx@ = (]. + %&®ﬁ3> 'E!'f’l(qb)

Comparando as duas expressoes, tira-se facilmente que

L.=—ih— (271)

A expresséao explicita dos operadores , e em coordenadas esféricas
pode também ser obtida diretamente da Eq.(270) utilizando as formulas de

transformacao

r = \/J:E—I—yz—l—:3

s

g = arcta.n(

-

Trata-se de um calculo simples mas trabalhoso. Vamos seguir um caminho

indireto mas mais iluminante. Primeiro, é conveniente medir o momento angular

em unidades de £, isto &, introduzir o operador L tal que

I =n

onde , de novo,
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As expressoOes para as componentes de L séo, como segue de (270),

. o 2 s,
= —tlyg. - By (272)
- f 0 2,
ly= -1z — 75 (273)
. d 0
Por um célculo direto, ou pelo uso da regra de Dirac'’ obtém-se:
(275)

[Erz.: Ea] = Zeapel,

Como as componentes L ndo comutam entre si, ndo ha autofuncdes comuns
0 momento angular total

dessas componentes. Introduzindo

observamos que

Como
[2,0] =0 (276)
2,0,] = —il,f, — L., (277)
(3, 1,] = <1, +:0,1, (278)
segue que
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A direcdo z nao tendo nenhum privilégio, segue que:

a0 ~

)
. 5

[I ,LJ]=[ :‘E:]=D:

~
-

Sendo assim, podemos construir autofungdes comuns a [ e uma das
., L
componentes de L . Por causa da expressao simples de em coordenadas

o

o
i =
esféricas, escolhemos o par [ ,

=



