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10: Exemplos simples

» Poco quadrado unidimensional
= Conectando as solucdes

= A equacéo da continuidade

= A barreira de potencial

= CondicOes de contorno

Poco quadrado unidimensional

Uma particula de massa m se move sob a acdo de um campo de forcas que
V(z)

confere a particula uma energia potencial tal que
N —V ara. |x| < a

V(z) = o P =] (71)
0 vpera |z|>a

como descrito na figura.

Vi(z) T
|
|
|
|-—-__a ——————————————— IE:l"_—-]
|
|
E~<0 |
|
|
} I IT Il
V=1
E =0
Vamos considerar primeiro o caso , onde E é a energia total

da particula. No caso cldssico, a particula ndo pode atingir as
E =muv?/2 +V(z)

regioes I e III. De fato, sua energia total é , ou
muv? /2 = E—V(zx) Vizx)=20

seja, . Nas regides I e III temos , 0 que
mv? /2 = E E =0

daria . Mas , 0 que daria uma energia cinética

negativa, impossivel.*’

Na regido II ndo ha problema, pois teriamos
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—E+V, (72)

E <0
e é possivel ter energia cinética positiva mesmo com :

A equacado de Schrodinger para os estados estacionarios é

R* d°
- = 73
[ Do 47 +1 (x)] o(z) = E¢(x) (73)
T < —a r>a Viz)=0
Para ou , temos , e
R o
~5- 7= = £¢(z) (74)
d*¢ 2mE 2m|E|
S T YT T (75)
Pondo
—
. I.'Q‘.ii'?f?f|F:E'| (76)
V %
temos
fo
—_— (77)
dx’ K
cuja solucao geral é
d=Ce "4+ A", (78)
r >0
Para o termo em e"* é inadequado, pois daria uma

probabilidade de localizacdo da particula tendendo a infinito

para r — oo. Logo, temos de tomar C' = 0. Assim,
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¢(z)=Ce " para x>0, (79)

Por um raciocinio analogo,

¢lz) = Ae"® para, z < 0. (80)

Nas solucdes acima C e A sdo constantes arbitrarias, a determinar

posteriormente.

Viz) = -V,
Na regiao interna, , € aequacao é
R d°¢
2T _(E4Vy)o(x (81)
2m dx? ( 0)¢(2)
ou
d o 2m
== (Vo |E|)o(x) @2)
Pondo
= ffzm(v E|) (83)
q= V ﬁ.j 0
temos a solucéo geral
¢(z) = Bsingr + B' cosgx (84)
Conectando as solucoes
V(z)
A energia potencial descrita acima € uma fungéo descontinua, e portanto
Tr=—a
nao-diferenciavel, nos pontos e r = a. A equacéo diferencial deve
V(z)
ser, entdo, tratada como 3 equacdes, uma para cada regido onde é

continua e diferenciavel. Por isso a resolvemos separadamente para as regides
[, I e Ill. O potencial descontinuo € uma idealizagdo de um potencial

semelhante, mas de “bordas arredondadas”, alguma coisa assim:
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V=1,

A razao pratica para tratar o potencial idealizado, e ndo o real", € que assim é
muito mais facil resolver a equagéo diferencial.
Landau[3] trata, no exercicio 5 do §23, um problema do tipo acima, em que o

potencial e

v,

-
cosh™ ar

Viz) =—

E possivel determinar os niveis de energia e as fun¢des de onda dos estados
estacionarios, mas o uso de funcdes hipergeométricas torna desaconselhavel

seu tratamento em um curso introdutorio.

O preco que se paga pelo uso de um potencial descontinuo é: como “ligar” entre
si as solucdes das trés regides? A matematica nos da a chave: como a equacao
diferencial € de segunda ordem, sua solucdo é determinada dando-se, em um
ponto, o valor da funcdo e de sua derivada primeira. Entdo, para conectar as

regides, procedemos assim: em um ponto comum as regides | e Il (este ponto

r=—a o= ¢ dor/dr = dogr/dx &1

7

e ) exigimos que e , onde e a

@rr

solugéo na regiéo I, e € a solucado na regido Il. Para conectar as regides Il e

[ll, agimos da mesma forma:

d¢rr(a)  dérr(a)
dr dz

orrla) = orrrla) e
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Em =z =a,
. . (85)
Ce ™™ = Bsinga+ B'cosga
. .y (86)
-k e™"™ = gBcosga — gb singa

r=—a

Em ,
Ae™™ = —Bsinga+ B'cosga @87)
rAe™™* = gBcosga + gB' singa (88)

E uma questdo de técnica determinar as constantes. Dividindo (85)

por (87) temos:
C Esinga + B’ cosga Btanga + B’

- - == - (89)
A —Bsinga+ B'cosga —Btanga+ B
tenga =1
Pondo , temos
C—i5 (90)
‘_]‘=—1B+B’
Dividindo (86) por (88) temos
C _ gB cosga — gB' sin ga (91)
A  gBcosga+ gB'singa
ou
C—z== 92)
_]‘=1B"+B

Combinando (90) e (92), temos
C tB + F' tB'— B (93)

A _+tB4+ B tB 4B
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De onde se tira sem dificuldade que

(£ +1)BB =0 54

Isto nos informa que temos ou B=0ou B'=0. Para B=0 as

f . Ta=zZa e .
fungdes sdo, na regido , cosenos, ou seja, sdo fungdes

pares de r. Para B'=0, sdo senos, ou seja, funcbes impares
de =z. Vamos tratar os dois casos  separadamente.

(i) B'=0 (fungdes impares).

¢(x) = Bsingr pars |z| <a (95)
¢(x) = —C e"F pars. = < —a (96)
¢(z) = Ce ™™ para z>a 97)
_¢la)=—0(=a) L
Note que A = C, pois , ja que a funcao é impar.

Para = = a temos as relagoes:

Bsinga = Ce™"* (98)
gBcosga = —r(C e™"® (99)

) r=—a
E desnecessario fazer uso das relacbes em , porque, sendo a funcao

impar, elas repetem as relagbes em z = a. Dividindo a de cima pela de baixo,

obtém-se:

tan ga = _4 (100)
K

E esta equagdo que ira determinar para que valores da energia existem estados
estacionarios nesse poco. Equacdes deste tipo (que ndo sao equacodes
algébricas'’, e s6 em raros casos podem ser resolvidas analiticamente. Este n&o
é, infelizmente, um desses raros casos. Recorre-se entdo a solu¢cdes numericas.
Neste particular caso, porém, € possivel usar um método grafico que ilustra

muito bem as caracteristicas gerais da solucao.
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Em primeiro lugar, vamos escrever (100) de outra forma. Introduzo as
£=ga 1n=ra

variaveis e , que séo tais que
£ 4n'=q¢'a’ +r’a =a’(¢" +x°) (101)
ou
! ] Zm - 2
‘Sd + ??_. = ﬁj g™ (102)

Nessas variaveis, a equacao (100) fica

¢ (103)
tan & = -
Mas
2 wzm r 2
n=a—ZW-£&, (104)
R
logo,
om . )71
S _¢ [ M a® — §~] (105)
n R
e a equacao (103) se escreve
1 (106)

tEIlE — _E [EETUJ a2 — 53]—

q
Cada solugéo desta equacdo da um valor de , e, portanto, um valor de , ou
B i _
seja, de . Esta €, por isso, a equacao para os autovalores da energia.
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tan &
A ideia € a seguinte: traco os graficos da funcao e da funcdo que esta no

segundo membro de (106). Onde as curvas se cortem estardo os valores de
gue sao as solucdes de (106).

Para tracar a curva da funcéo que est4 no segundo membro, vamos estudar um
pouco suas propriedades. Vamos analisar a funcao

Zm . N e _% e e _%
FO = —¢|ear -] = —g(ar-) (107)
Sua derivada pode ser escrita, apos alguma algebra,
AE
flé§)=—"—"= (108)
(A2 = &)
oo e=A
e é sempre negativa, tornando-se para , Isto é
e= |y (109)
f = o [}
Ve’
. . , y=teané y=f(&)
O gréfico abaixo contém as curvas e As solugbes da
equacao
2m_. 4 7%
tEIl(f == —E [ﬁ—ji"nﬂ.d — Ed:| (110)
sao as intersecdes dessas duas curvas. Como e

, 0s valores de  que satisfazem a equacao acima permitem calcular os valores

de E correspondentes. Esses serdo os valores possiveis para a energia do

sistema.
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¥

Na figura, as curvas continuas sdo a funcao e a curva pontilhada € a

y = f(&)

funcao . Os pontos 1 e 2 correspondem as solucdes da equacao.

Vemos assim que o numero de autovalores da energia para os estados impares
A<z

é finito, podendo ser nulo (se : ).

(i) B = 0 (solucdes pares).

Neste caso as equac0es ficam:

C e~ = B’'cosga (111)
_wC e = —qB'sinqa 112)
Ae™™ = B'cosga (113)
kA & = gB'singa 114)

Comparando (111) com (113) vemos que A = . Dividindo (114) por (113)
temos, entéo,

5
— = tan ga (115)
q
§=aq 1n=ka
e, introduzindo de novo as variaveis e ,

n
£ —
an & : (116)

com
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f 5

f 2ma?

= P . 117
n \I} ﬁ,j 1[lﬁl ‘S ( )

de maneira que a equacgdo que determina os autovalores da energia é

toné = 2ma? ¢ (118)
anc = (S V ﬁ_j 0 .
Seja
1 I,I'I2ma3 1
= o v — = o A e (119)
f(‘f) £ V FE 0—& g 3
E<A £>0 f(A)=0
Temos que ( )e , €, ainda,
im f (€)= oo (120)

df 1 L o=
= __,43—_53_ E_E1£A~—(f~ < 0 para todo 5(121)

| | R

A figura mostra algumas solu¢cbes da equacao para os autovalores da energia .
Sao as intersecbes entre a curva pontilhada e o grafico da tangente. Note-se

que, por pequeno que seja A, sempre havera ao menos uma solugéo.

Podemos concluir entdo que o0 po¢o quadrado possui sempre solucdes de
energia negativa. Os autovalores da energia de tais estados sdo discretos e em
namero finito. O menor valor, correspondente ao estado fundamental, ocorre

para um estado cuja funcao de onda é par.
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A equacgéao da continuidade

A interpretagdo probabilistica da mecéanica quéantica é introduzida pelo postulado

. . |v(z, y, z)|Pdzdyd= ' - ,
de Born™, que diz que € a probabilidade de a particula,

i
v(z,y, )
cuja funcdo de onda é , estar, em um determinado instante, num

dz dy dz T, Y, T
elemento de volume em torno do ponto de coordenadas

! =2
| |V (z, y, 7)) _
Queremos eXaminar o que ocorre com quando 0 movimento da

particula é levado em conta.

A equacédo de Schrodinger diz que

B _ RS 1 (122)
hg = — =V + Vi,
Tomando-se o complexo conjugado, termo a termo, temos
e Gt 1 = i} (123)
_lﬁagi- — _Eﬁ_mvjw* + T 'E_,-"a'* .

'i!-'l,l* 'E_,-"a'
Multiplicando (122) a direita por e (123) a esquerda por e subtraindo,

obtemos

(124)

B2yt 4 ihy2et = pdl =

’IW = _Ei'ir; ((Vj'ﬂ;'la') 'E_,-'Ia'* _ ,E!I.'Jvﬁ,i;.'}*)

O segundo membro pode ser posto numa forma mais transparente, notando que
v. (g-’;*ﬁy’;) = ﬁ"z_,-’;*,ﬁ’y’; + 1_,-’;*"?.!'.'3 Yy (125)
ou

o — — — — 12
,E!In'}*v_.,{‘l.'} — v (?!'JJ'*??_"HJ') _ v.i.‘ln'}*lv,q.‘} ( 6)
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Tomando o complexo conjugado desta relacao:

—t,_, — — — — 127
,E.'In'}v_.,i;n'}* — v (,Ejln'}v,i;n'}*) _ ?%‘f}-vﬁl"* ( )
Subtraindo (127) de (126),
_.._, —r,_, — —+ —+ 128
((v_.,yn'})yn'}* _ ,E.'In'}v_.,i;n'}*) — v (,E;n'}*v,yn'} _ 'E_.'ffv'i_'"l.-'*) ( )
Levando (128) ao segundo membro de (124), chega-se a
) a 'i'l'l_.' 2 ﬁ.z — — —
Eﬁ. |at| — _%v (1}-"}*?@"} . 'i_."la'v'l_."la'*) (129)
Introduzindo as notacoes
p= ¥ (130)
— ﬁ. — —
= — [V'Vy — V!
7 . ( : AV ) (131)
temos, entéo,
5;} - =
Y 4+ V.i=0 (132)
¢ J

que tem a forma da equacao da continuidade, conhecida seja da mecéanica dos
fluidos, onde explicita a conservacdoda massa do fluido, seja do
eletromagnetismo, onde faz 0 mesmo para a conservacao da carga. Poderiamos

entdo dizer que ela expressa, aqui, a conservacgao de probabilidade.

Assim como, no eletromagnetismo, a equacao da continuidade fornece detalhes
sobre como se d& a conservacdo da carga =, na mecanica quantica ela faz o

mesmo com a probabilidade.

Aqui convém adotar uma linguagem que, embora equivalente, € mais familiar do
gque a que usamos até agora. Suponhamos que, em vez de uma particula,

considerassemos um conjunto de réplicas da particula, idénticas, ou seja, com a
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mesma funcdo de onda, e independentes, isto é, que ndo interagem. Sejam N

essas replicas. Se normalizarmos a fung¢édo de onda de modo que
_[fﬂﬁﬁﬂﬁzwg (133)

estendendo-se a integral a todo o espaco, e considerarmos um volume V

delimitado por uma superficie 5 fechada, a integral

Ny = [ @A)’ 134)

Ny
dara, ndo a probabilidade de uma particula estar em V", mas o nimero de

particulas, das N existentes, que estdo dentro de V. Seja 7 o campo das

normais externas a superficie 5. Temos

dNy- f dp - .
= [ Lar=—[Vjdi=—[jrds (135)
dt v Ot v J 5'“?
onde, na ultima passagem, fizemos uso do teorema do divergente. Suponhamos
Ny d—;“ < (
que decresca com o tempo. Entéao , €
L}ﬁdS}D. (136)

A EQ.(136) mede, portanto, o numero de particulas que, na unidade de
tempo, saem do volume V', atravessando a superficie S */(este saem, para ser
mais preciso, € o numero de particulas que saem menos o de particulas que
entram, por unidade de tempo). Depreende-se disso que, se d5 é um trecho

infinitesimal de uma superficie, e se 7 for uma normal a ela, ent&o
7.7dS
é o nimero (resultante) de particulas que atravessam dS5 por unidade de tempo

no sentido indicado pela normal. Se o numero for negativo, o fluxo majoritario

—

—n
sera no sentido de
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A barreira de potencial

Uma particula de massa m se move num campo de forcas, com uma

energia potencial da forma

V(z)
Vo
E _____________________________________
1 17 ITI
—a a
ou,
Viz) = Vo pera |z] <a
0 pera |z| >a
|
sendo sua energiatotal £ localizada entre 0 e . Vamos procurar seus

estados estacionarios. Para especificar mais o problema, digamos que a
particula incide sobre a barreira vindo da esquerda.

Se estivéssemos tratando de estados localizados (pacotes de onda), a
caracterizacdo deste particular problema (incidéncia da esquerda para a direita)
seria trivial. Mas, para estados estacionarios, isto €, tais que a probabilidade de
posicdo nao depende do tempo, isto € mais sutil. Recorramos a uma imagem
classica. Para conseguir um fenbmeno analogo (isto é, sem dependéncia
temporal) na mecanica classica, precisamos recorrer a muitas particulas,
incidindo sobre a barreira da esquerda para a direita. Imaginemos um fluxo
continuo dessas particulas. Depois de um certo tempo, teremos uma figura que
nao se altera mais, constituida por um certo nimero de particulas incidindo
sobre a barreira, superpostas a um fluxo de particulas refletidas por ela. Embora

cada particula esteja se movendo, o0 conjunto todo parece parado, no regime
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estacionario. O fato de as particulas virem da esquerda pode ser descoberto,
neste regime estacionario, pelo fato de que ha particulas refletidas a esquerda
da barreira.

Passemos ao caso quantico. No regime estacionario esperamos ter, como no
caso classico, ondas incidentes e ondas refletidas, a esquerda da barreira. Mas,
e esta é a principal diferenca introduzida pela mecénica quantica neste
problema, pode haver ondas saindo da barreira, no lado direito. O que
caracteriza, entdo, o problema estacionario como advindo de uma particula
incidente da esquerda para a direita é que, do lado direito da barreira, existem
apenas particulas afastando-se da barreira.
|z| > a
Para temos as regides | e lll, onde a particula ndo esta sujeita a

nenhuma forca. Nestes casos,

EE dﬁ /
_2 Y _Ey (137)
2m dx* '
ou
2, 138
O (%)
onde usamos
B = Q?EE (139)

A solucéo geral de (138) é

: : 140
E,-"J(I) — Aeakr+AFE—akr ( )

e é um estado estacionario, portanto, com dependéncia temporal dada por uma

exponencial:
,i.'ln'}(x:t) — (A EE:FI:I_F AFE—E:FI:I) E—%Ef (141)

onde
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E= ﬁ;’ (142)
m
A corrente de probabilidade
— Iﬁ. — —+
j = ;_m ('i,"lfv'i_."ls'* _ "‘-_."Is'*v'i_."ls')

da, para a as parcelas que constituem a funcéo (140):
|

Y(z) =expikr k=10

()Para ( ),
. th di* dy Rk
= — |[yp— — " — | = =y 143
J 2m ( dx L dx m (143)
ou seja, g*k= representa uma particula com velocidade positiva, movendo-se da

esquerda para a direita.

Y(x) = exp —tkzx v =0
(i) Para , temos , € a particula se move da direita

AN

para a esquerda.

Para fixar 0 nosso problema, diremos entdo que, na regiao | teremos
Pars, x < —a (z) = AE** 4 Ale7*F= (144)
expikzx exp —tkx

gue inclui a particula incidente ( ) e arefletida ( ).

Na regiao Ill tenderiamos a supor que a funcéo de onda fosse zero, baseando-
se na mecanica classica, pois uma particula classica ndo pode atravessar a
barreira: na zona Il ela teria uma energia cinética negatival Porém, se
fizessemos esta hipotese, ndo encontrariamos solucéo. Pomos, entéo,

Para. z >a (z)=C &= (145)

gue descreve uma particula que, vindo da esquerda, ultrapassou a barreira.

Finalmente, dentro da barreira (regido 1), a equacéo de Schrodinger é
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R dy
— Y V= By (146)
2m dx? ' '
ou
d: fy ﬁ
E’; = H-_"E."Ia' (147)
dz* '
com
A 2m .
K =5 (Vo - E) (149
h_.
A solucéo geral desta equacao de Schrodinger €
Y(z) =Be " + B €% coms >0. (149)
Vamos denominar “funcédo de onda incidente" ao termo
Aetr (150)
“funcdo de onda refletida" ao termo A’ e~ o “funcdo de onda transmitida" ao
termo C e**=,
A densidade de corrente incidente é
. Rk, .
ir= AR (151)
m
Definimos
. Rk, ., -
ir=—|A (152)
™
como a densidade de corrente refletida, e
[ -
gr = C|” (153)
m

como a densidade de corrente transmitida. Entdo, devemos ter (para que nao
desaparecam particulas),

Jr=jr +Jr. (154)
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Definido os coeficientes de reflexdo e transmisséo por

IR
R = o (155)
T
T = o (156)
podemos entdo escrever a relagéo entre as correntes como
R+T=1 (157)

Note que a densidade de corrente dentro da barreira é zero (calcule!). Logo,

usando
dp = =
—+V.;i=0 (158)
¢ J
9 _
=0 ,
vemos que, dentro da barreira, , OU seja, € constante. Logo, nao ha

variacdo no numero de particulas, dentro da barreira.

CondicOes de contorno

A continuidade das funcdes de onda e suas derivadas em e r=ada
as seguintes condicdes:
r=—a
(i) Para ;
A E—ika+Ar Eﬁm — B EHE‘—FBF E—h‘u (159)
ikAe ™ _ kA e = _gB et 4 xB e " (160)
(i) Para x = a:
ika —ka f <1
CE =BEh +B Eh (161)
(kC e = _gBe ™ 4 B " (162)

Dividindo (161) por (162):
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1 Be " 4 B egt®
itk —kB e%e 4 kB’ ehe

de onde se tira

(ik+r)e ™ B + (th— w)e™B =10

Como a fungéo de onda dentro da barreira é

1,-’;[:2:) =Be "™ 4+ B

temos, escrevendo B’ em termos de B,

. itk ol w
'E,"IJ(I) — B{E—hr _|_ 'F"+E E—_.haehr}

k—1tk

eXp —KT

onde se vé que o termo dominante é a exponencial decrescente

Voltando a equacéo (161), obtém-se facilmente que

c 2K (k—n)a

B r—ik
e
R
Bl  ®+k
Vamos introduzir as quantidades
A C B B
JY - — Y = — Z = — 2‘,7|ll [ —
A A A A

As equacdes (159),(160),(161), (162) entdo ficam:
E—aﬁﬁ:a_i_JY Ezﬁﬁ:a — Z Eh'u. _|_Z'F E—h‘u

tke™ _ (kX et = _gZ e L g7 e
Y Eﬁm- — Z E—HE_I_ZF Eh‘ﬂ

kY et = _gZ e p T et

(163)

(164)

(165)

(166)

(167)

(168)

(169)

(170)
(171)
(172)

(173)
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Z'|Z =B'/B
Como ,temos
K +ik

~weg 174
— ()

Z' =

Introduzindo os simbolos auxiliares

. . K+ik _..
W=¢e" 4 ——e " (175)
K —tk
e
K . K+ ik .
TT."F = - _Ehﬂ. _|_ —IE—EP\E 176
ik ( K — ik (176)
podemos, apés alguma algebra, obter
n 16,7 E~ e
T =\ = 177
Y K2+ kT + 1172 S
5 W -
R—|xpp= =TT (178)
[T+ 17|
e
T 1682 _,. k=
_— = —.-, .-,E ska - - - (179)
R w*4k* ehe — e73he|2 (g2 4 k7
I
R
de onde se vé que o comportamento assintético de € dado por
T dn
o g e 180
z (180)

que revela, ao mesmo tempo, a inevitabilidade do tunelamento (a auséncia de

T/R=0
tunelamento seria ) e se trata de um efeito pequeno, para valores

apreciaveis de a.

Posteriormente, quando estudarmos a aproximacdo quase classica, seremos

capazes de obter expressdes mais simples para o tunelamento.



