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6: Operadores

= Valor médio
» Adicao e subtracao de operadores

Seja f uma quantidade fisica que caracteriza o estado de um

sistema quantico. Os valores que uma dada quantidade fisica pode
assumir sao chamados de autovalores. O conjunto dos autovalores
€ o espectro. Na mecénica classica as quantidades fisicas sao
continuas.” Na mecénica quéntica, ndo necessariamente. Pode
haver espectros discretos ou espectros continuos. Vamos supor,
para simplificar, que o espectro de fseja discreto. Os
autovalores de f serdao denotados por f_, (n:0,1,2...). A funcao de
onda do sistema, no estado em que f tem o valor f , sera
denotada por y,. Essas fungbes sao chamadas autofungdes de f.

Para cada uma delas,

jdq|\|/n|2 =1

Um dos principios basicos da mecanica quantica é este:

(I) O conjunto das autofuncbes de uma quantidade fisica f é
completo. Isto é, dada uma fungao de onda qualquer y do sistema,

podemos expandi-la em autofuncoes de f assim:

V=2 aV,

Onde os a, sao numeros complexos.

(II) Fazendo-se uma medida de f em vy, a probabilidade de se

’ 2
obter o valor f, é dada por |a,| .
Em consequéncia, devemos ter
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el =1

n

pois Z|an|2é a probabilidade de, medindo-se f, obter-se qualquer
n

um dos valores possiveis.

Temos, entao, o resultado
> 2,8, = [dawy’
n
Por outro lado, temos
\,l]* — Za*nw*n

logo,
[dawy” = v a" v d

=>a, [y,vdg
= Za*nan
de onde se conclui que
a, = [wiwdg

Finalmente, usando W:Zam\ym, temos

m

a, = [day; > av, => av, [vw,.dg
de onde se concluique
[dawiv, =3,

Diz-se entdo que as autofuncdes sao ortogonais.

Valor médio

Vamos introduzir agora o conceito de valor médio f da quantidade

fisica f em um dado estado. Sejam f_ os valores possiveis de f,
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. . 2 o
ou seja, seus autovalores. Sejam |a,|" as probabilidades de cada um

dos autovalores , no estado em questdo. Define-se entdo o valor

médio como
F=>flaf
n

Usa-se também a notagéo(f), para a mesma quantidade.

Queremos encontrar uma expressao para f em termos da funcdo

de onda do estado considerado. Seja y esta fungao. Para fazer isso

~

vamos associar a quantidade fisica f um operador linear f que

~

atua sobre as fungOes de onda. Seja f\u a funcao obtida quando f

~

atua sobre y. Queremos, de f, que

f_:jdqw*(f\u)
para qualquer estado y (lembre-se que estipulamos que as

guantidades fisicas deveriam ser expressoes bilineares na funcao de

onda). Entao,

f_ = Z fnana: = quw*zan fn\Vn

onde usamos anzjdq\u*wn, obtido  anteriormente. Vemos,

primeiramente, que
f_\V = Zan ann

ora,

DI
n
de maneira que f é linear, e que

~

fy, =Ty,
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Sumarizando:
fy,

= v,
f = quw* fy
a, = [day;y

[daviv, =3,

Os valores assumidos por uma quantidade fisica sdao reais. Portanto,

os valores médios f de uma quantidade fisica sdao também reais,
n ra 2 r - 14 -
como se vé de f=an|an| . Note-se (exercicio facil), que, se o
n
estado for uma autofuncdo de f, o valor médio f coincide com o
autovalor de f nesse estado.

Do fato de f ser real segue uma propriedade importante dos
operadores associados a quantidades fisicas:

F=[day fy="T"=([day fy) (5)
ora,

(quw*( f\v))* =I(\v*( fw)dq) = [w( f\v)*dq = [wf"ydg (6)
onde f” é definido assim: se fy=¢, entdo f* é o operador tal que
f v =¢".° Entdo,

v fyda=[wfydg

A

Vamos definir o operador transposto ‘f do operador f. Sejam y
e ¢ fungdes arbitarias. Entao 'f ¢ tal que

[w(“f)oda=[of y'dq

Por exemplo, para y=¢,,
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[wiy'da=[y("f")wdg

Da condicao de realidade de f, Eq.(6), temos

I\p*f\udq = _[\pf*\y*dq = I\y*(t f*)\pdq (7)

Comparando os dois extremos vemos que

f=(f)
Operadores com esta propriedade sao ditos hermiteanos. Logo, os
operadores associados a quantidades fisicas sdo operadores lineares
hermiteanos.
Podemos, formalmente, considerar quantidades fisicas complexas,
isto &, cujos autovalores sdo complexos. Por exemplo, dadas as

coordenadas x e y,podemos considerar a quantidade x + iy.
Seja f uma quantidade desse tipo, e seja f  a quantidade cujos

autovalores sao os complexo-conjugados dos autovalores de f. A
quantidade f corresponde o operador f. Denotemos por f* o

operador correspondente & quantidade f°. Este operador é
denominado o adjunto de f

O valor médio da quantidade f* é dado por
=y fydg

onde apenas adaptamos a definicdo de média de um operador.
Ora,

f= '[\p* fydg
logo,

7 =([w fuda) = [y fyda=[y(*) wdg
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Mas

oy an|2=(z fn|an|2j _F

n

Ou seja,
[ frydg =j\|f*(tf)*\vdq

Comparando, temos

Em palavras, o adjunto é o transposto do conjugado.

A condicao de hermiticidade de um operador, escrita anteriormente

como
()-F

+

pode agora ser escrita:

-

f=

e 0s operadores hermiteanos sao aqueles que coincidem com os
adjuntos. Dai serem chamados também de auto-adjuntos.

Vamos agora mostrar que a ortogonalidade das autofungdes de um
operador hermiteano pode ser demonstrada diretamente. Sejam f,

A

e f, dois autovalores diferentes do operador hermiteano f.
Sejam vy, e vy, as autofungdes correspondentes. Entao,

f\pn =f v, (8)
fy, = fu, ()

Multiplicando a primeira por vy, temos

wnfw, =vn fow, = v,

[dav;, fw, = . [dawny, (10)
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Tomando o complexo conjugado de (9) e multiplicando por vy,
temos ., fy =f y vy’ . Integrando,

j dqy, f * 1!-“;:; = f. / dqy, 1,-“;:} (11)

/ dgyt fir, — / dgun Ut = (fa— Fm) f dgyyn, (12)
Mas

f dqu fuk, = f dgut (*f )"y, = f dqurt f Ty, = f dqur’, fum

~

f
pois €& hermiteano. Logo, o primeiro termo de (12) é zero.
Consequentemente,

(fo = £) [niindg =0
fr# fm

e, Como ,segue que

/dqa_,-“;nz_,-“;:} =0 (n#m)

Adicao e subtracao de operadores

g ..
Sejam e duas quantidades fisicas que podem ter valores

fg
definidos simultaneamente. Sejam e seus operadores. Os

f+g
autovalores da soma sao a soma dos autovalores de e

g f+g Y
de . Considere o operador , € sejam as autofungoes
Fg
comuns a e . Entao,
f E!'f’ln = f n"‘:i'f" n

!

P = Gotn
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e, portanto,
(f + ﬁ)i!'f"n = (.fn + gn)?!'f"n

Este resultado pode ser generalizado para fungbes de onda

quaisquer, assim:

(f +a)¢ = fo+ gu

Neste caso, tem-se

f+g= / N(f + g)udg = f U fudg + f V'gvdg=f+7

A multiplicacao de operadores é definida assim:

(fa)v = f(gv)
Y, f

Suponhamos que  seja autofungcdocomum a e . Entdo,

]

~

fﬁ"l."f"n = f(ﬁi"'n) = (gni."f"n) = gnfis'f"n = gnfni."f"n

Logo, para as autofuncdes simultaneas, temos
(fg—gf)vn =0

Isto ndo ¢é suficiente para se concluir que o operador

!

fg—gf=0.
Yn
Contudo, como o conjunto das autofuncoes é completo, temos,

dada uma funcao de onda arbitraria, que
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Logo, o operador € zero como operador, pois leva qualquer
funcdao ao valor zero. Note-se que isto foi demonstrado para dois
operadores que possuem um conjunto completo de autofuncdes

comuns. No caso geral, esse comutador,

f, gl =fa—af

é diferente de zero.



