Livros> Optica (Universitario)> Ondas Eletromagnéticas
Autor: Sergio Carlos Zilio

1: Introducao ao conceito de onda

Para entendermos a propagacdo de uma onda e outros aspectos fisicos
relacionados a luz vamos inicialmente rever algumas idéias ligadas ao conceito
de onda. Comecaremos analisando uma onda mecanica, que €é uma
perturbacdo que caminha num meio material. Um exemplo bastante conhecido
€ 0 de uma corda estirada no ch@o sobre a qual se exerce um rapido puxao
para cima. Sabemos que se forma um pulso nesta corda e que ele caminha (ou
propaga-se) ao longo dela. Esta situacdo corresponde ao caso de propagacao
em uma dimensdo (direcdo), ilustrado na Fig. 4.1. Outro exemplo de onda
mecanica é o caso de uma pedra que cai na superficie absolutamente calma
de um lago. Ao tocar na agua, a pedra provoca um movimento do liquido, na
forma de um circulo que aumenta radialmente. Neste caso, temos uma onda
que se propaga em duas dimensdes, sobre o plano definido pela superficie do
lago. Estes séo exemplos de perturbagdes que podem ser caracterizados como
movimentos ondulatérios chamados pulsos.

corda parada

corda com pulso

r s

Fig. 4.1 - llustracdo de um pulso propagando-se numa corda.

Uma pergunta pertinente seria: podemos descrever este efeito
matematicamente? A resposta € obviamente sim e a equacao que descreve a
propagacdo da onda, bem como sua solucédo, j& eram conhecidas desde o
século XVIII. Se estivermos tratando com ondas unidimensionais, que
caminham apenas na direcado z, por exemplo, a equagao que descreve sua
propagacéo € dada por:

ou 1o
oz*  v* ot
que envolve derivadas parciais de segunda ordem com relacdo as variaveis
espaco e tempo. A funcéo u representa a perturbacdo provocada pela onda no

(4.1)
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meio, como por exemplo, a altura do pulso na corda. Por sua vez, v é a
velocidade com que a onda caminha. Esta equacdo diferencial tem como

solucdes possiveis quaisquer funcdes que possuam o argumento descrevendo
um movimento retilineo uniforme, dado por: Z=127,%Vt, ou alternativamente,

Z £ vy =constante . Nesta Ultima expresséao, o sinal negativo corresponde a um

movimento na direcdo do eixo z, enquanto que o sinal positivo descreve um
movimento na dire¢do negativa do eixo z. Estas solugfes referem-se as ondas
que se propagam sem dispersdo, isto €, o pulso caminha com velocidade
constante, sem que haja distor¢do no seu formato. No Cap. 5 trataremos do
caso mais geral em que existe dispersao, a qual provoca mudancas no formato
do pulso ao se propagar.

Uma onda pode ser descrita de maneira  geral como:
u,=f(z-vt) eu,=g(z+vt), onde f e g sdo funcdes quaisquer. Se houver
no meio ondas se propagando simultaneamente nas duas direcdes, a solucao
geral € dada pela combinacéao linear:

u=au +au,=af(z-vt)+a,g(z+wvt) (4.2)
onde U, € U, representam respectivamente, pulsos caminhando nas diregGes

+Z € —Z. A combinacédo linear das ondas presentes no meio, expressa pela
eq. (4.2), é conhecida como principio da superposicdo e sera abordada no
problema 4.1. A forma de cada pulso é estabelecida pelas funcdes f e g, e
depende das condi¢des iniciais do problema, isto €, de como se gera o pulso
no meio. Ao contrario das ondas mecanicas, as ondas eletromagnéticas, que
discutimos a seguir, ndo precisam de um meio material para se propagarem.

2: Ondas eletromagnéticas

Por volta de 1870, James Clerk Maxwell introduziu um conjunto de equacoes
envolvendo os campos elétrico e magnético, colocando de forma clara as
equacdes empiricas existentes na época. Também introduziu o conceito de
corrente de deslocamento, tornando a lei de Ampere mais geral. Estas
equacles, conhecidas atualmente como equacdes de Maxwell, estdo
discutidas em detalhes nos textos basicos de eletromagnetismo (ver referéncia
4.1). Temos:

VD= P (4.3a)
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V.B=0 (4.3b)
- B 4.3
vE=-B (4.3

ot
VHA=7+P (4.3d)
ot

onde o sistema internacional (MKSA) foi adotado. O ultimo termo da eq. (4.3d)
representa a corrente de deslocamento introduzida por Maxwell. Cada uma
destas equacdes corresponde a uma lei fisica descoberta empiricamente. De
acordo com a ordem usada acima temos: lei de Gauss, inexisténcia de
monopolo magnético, lei da inducdo de Faraday e lei de Ampere-Maxwell. O
significado das grandezas que aparecem neste conjunto de equacles € 0O
usual: E é o campo elétrico, Béa inducdo magnética, r é a densidade de
portadores livres, J é a densidade de corrente devida aos portadores

—

livies, D=¢g,E+P é o deslocamento elétrico e H=—-M é o campo
Hy

magnético. Introduzimos assim, a polarizacao elétrica e a magnetizacdo, que
correspondem a resposta do meio devido a presenca dos campos elétrico e
magnético, respectivamente. As

constantes &, =8.854x107* F e, =4x107 H , determinadas
m

empiricamente, sdo denominadas respectivamente de permissividade e
permeabilidade do vacuo.

As equacdes de Maxwell podem ser combinadas de forma a gerar uma nova
equacao que descreve a onda eletromagnética. Antes, porém, vamos fazer
hipoteses simplificadoras para as relagdes constitutivas que nos dao a resposta
do meio a presenca dos campos. Vamos supor relagdes lineares do
tipo P=g,7E,M = 7 B eJ =cE (conhecida como lei de  Ohm),
onde y € y, sdo respectivamente as susceptibilidades elétrica e magnética
e s é a condutividade elétrica. Em geral ¥y é um tensor, de forma que as
polarizacbes e os campos podem nao ser paralelos. Entretanto, neste capitulo
vamos considerar apenas meios isotrépicos, nos quais ¥ € y,, sdo escalares,
isto &, y; = x0; - Voltaremos a abordar o carater tensorial destas grandezas
quando tratarmos da propagacdo da luz em meios anisotropicos dentre o0s

quais se engquadram diversos tipos de cristais. Desta
forma, D=¢g,E+P=¢,(1+ y)E=¢E, onde D e E sdo paralelos.
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—

~ 1 - o
Analogamente, B=mH , onde u = g4, [—j Definiremos constante dielétrica

m

& - -
como k, =—=(1+ y) e permeabilidade magnética como K, = £ 1+ 2n)-
€0 Hy
Estamos interessados em estudar a propagacdo de ondas eletromagnéticas
num meio livre e homogéneo, isto é, p=J =0, u e & ndo dependem da

posicdo. Tomando-se o rotacional da eq. (4.3c) temos:
= (o = _~ (0B 0 (= 0 (o 5
Vx (VXE) = _vx (E} = _a(va) = _ﬂa(vXH )(4.4)

Usando a eq. (4.3d) com J =0, a identidade
vetorial ?X(§XE)=§(§E) e —V’E o fato que num meio livre e

homogéneo, VE = 0, obtemos a equacdo usando as eq. (4.3b) e (4.3c),
obtemos uma equacao similar para o campo magnético:

- o’H

VZH = ﬂgy (4.6)

Se considerarmos a propagacdo em apenas uma dimenséao (apenas na direcao

de ondas:

(4.5)

Analogamente, tomando o rotacional da lei de Ampere-Maxwell e

z, por exemplo), o Laplaceano se transforma numa derivada segunda com
relacdo a z, e assim as eq. (4.5) e (4.6) tem a forma da equacao de ondas dada
por (4.1). Este tipo de equacdo ja era conhecido na época, de forma que
Maxwell pode concluir que se tratava de uma onda com velocidade de

1 . .
propagagao V= \/_ E interessante enfatizar que quando estas equacodes
LE

foram obtidas pouco se conhecia sobre a natureza da luz. Apenas quando
Maxwell substituiu os valores de e , conhecidos empiricamente através de
medidas de capacitancia e indutancia, obteve-se que a onda eletromagnética
tinha uma velocidade de propagacéo igual a da luz, e assim pode ser feito o
relacionamento entre a optica e o eletromagnetismo. No caso tridimensional, as
equacdes (4.5) e (4.6) sdo cada uma um conjunto de trés equacdes para as
componentes, isto é:
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0°E

V?E, = u¢ 8’[2X (4.7a)
) 0°E,

\% Ey = uE 6‘[2 (4.7Db)
O°E

V°E, = ue &22 (4.7¢)

Existe ainda um conjunto de equacfes similares para o campo magnético.
Todas sdo equacOes diferenciais lineares, de segunda ordem, que podem ter
uma infinidade de solu¢des, dependendo das condi¢cdes de contorno impostas
pela geometria de cada situacao particular. Na secdo seguinte vamos discutir
0s tipos de solu¢cbes mais comuns.

3: Ondas harmoénicas unidimensionais

A equacdo para a onda eletromagnética unidimensional tem a forma da
eguacdao para u e portanto, sua solucao se constitui de pulsos do tipo:

E=E(ztw) (4.82)
H=H(z+wt) (4.8b)

1 c
\//IS B \/kegokmﬂo B \/kzkm |

velocidade da luz no vacuo (k, =k, =1). Para meios dielétricos e n&o

caminhando com velocidade V= onde c é a

C C
magnéticos (km =1), temos V :W =— onde n=/k, é o indice de refracéo
n
2

do meio.

Um caso particular muito interessante das solucdes expressas pelas eq. (4.8a)
e (4.8b) é o das ondas harmonicas, que séo perturbacdes periddicas da forma:

E=E, cos[k(z in)] =k COS[(kZ J—“"t)] (4.9a)
H =H,cos| k(z=vt)|=H,cos| (kz £ at) |(4.9b)
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onde definimos:

= kv (4.10)

sendo a frequéncia angular da onda e k a constante de propagacao ou moédulo
do vetor de propagacdo. Posteriormente, veremos com mais detalhes o
significado fisico destas grandezas. Assim como a expressdo co-senoidal
apresentada acima, solucdes do tipo seno também satisfazem a equacao de
ondas e também sdo chamadas de ondas harmonicas. Como exemplo, no caso
das ondas mecanicas fungbes do tipo seno ou co-seno podem ser obtidas
conectando um diapasdo numa das extremidades de uma corda esticada.
Existe ainda uma terceira maneira de se expressar a onda harmoénica, mais
conveniente para a realizacao da operacao de multiplicacdo dos campos, que é
a forma exponencial:

E=E, exp{i[k(z ivt)]} = E, exp{i[(kz + a)t)]} (4.11)

gue também satisfaz a equacédo de ondas. De acordo com a forma de Euler
(exp{i9}=COSt9+isent9) esta expressao contém um termo real e outro

imaginario. Como o campo elétrico (assim como 0 magnético) deve ser uma
variavel real, € costume tomar-se apenas a parte real (ou imaginaria) da eq.
(4.11).

Vamos enfatizar aqui que uma onda tem trés partes importantes: a) a amplitude
(Eo), b) a orientacéo espacial dos campos (polarizacdo) e c) a fase (kz ia)t).

A amplitude esta ligada a intensidade, que determina a poténcia que esta
sendo transportada pela onda. A polarizacdo dos campos esta vinculada a
orientacdo do vetor campo elétrico no espaco. Esta orientacado define o que
chamamos de polarizacdo de uma onda e sera tema de muitas discussdes ao
longo do texto, como por exemplo, quando estudarmos os fendmenos de
reflexdo e refracdo. Veremos ainda que a fase, que é o argumento da funcao
gue descreve a onda, € um elemento fundamental no entendimento de varios
fenbmenos, como por exemplo o da interferéncia de ondas.

O argumento das funcbes dadas nas eq. (4.8a) e (4.8b) possui um termo
descrevendo a variagdo espacial da onda, e outro, a temporal. De fato, ndo €
algo simples a visualiza¢do conjunta das variagcdes no espaco e no tempo, e a
maneira mais funcional para analisar a fase é fazé-la separadamente. Para
simplificar ainda mais a discussao, faremos uso das ondas harmonicas
definidas nas eq. (4.9a) e (4.9b). Vamos somar 2 ao argumento da funcao, o
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que ndo altera o valor da amplitude do campo da onda pois
COS¢:COS(¢+271').A0 fazermos este incremento de fase, sua origem pode

ser oriunda tanto da parte espacial quanto temporal, isto €, a variagdo pode ser
no valor dez ou no de t.

Tomemos inicialmente a variacdo de fase como sendo de origem temporal.
Consideremos um dado instante de tempo t e que decorrido um intervalo de
tempo T, a fase se altera como um todo de 2p. Desta forma,
temos:

E=E,cos| kzt(t+T)|=E,cos[kz + at + T | = E, cos[kz + et + 27].

Neste caso, wl =27 que nos leva a:

a):ZT—”:Zsz (4.12)

O intervalo de tempo T para o qual a onda harménica se repete € chamado de
periodo temporal da onda. A eq. (4.12) define a relacdo que deve existir entre
periodo,b frequéncia angular w e frequéncia f.

Tomemos a seguir a variacdo de 2p na fase como sendo oriunda da parte
espacial. Desta forma, consideramos a onda em um dado ponto z e, no mesmo
instante, o ponto (z+l), tal que este deslocamento espacial gere a variagao de
fase citada. Temos entao gque
E=E,cos| k(z+2)+at|=E,cos[kz +at +kA]=E,cos[kz + at + 27]

Disto vem que kKA =27 e consequentemente:

_2r
2

Portanto, chegamos a conclusédo que existe um periodo espacial dado por , a
semelhanca do periodo temporal ja discutido. A eq. (4.13) define a relacéo
entre o médulo do vetor de propagacédo e este periodo espacial, chamado de
comprimento de onda. Isto evidencia que as partes espacial e temporal de uma
onda participam em pé de igualdade, ou seja, tanto € possivel haver alteracao
de uma onda através da passagem do tempo quanto da mudanca de posicéo
no espacgo. A Fig. 4.2 ilustra o comportamento de uma onda harmoénica como
funcéo da variavel espacial para diversos tempos, isto €, como se a onda fosse
fotografada periodicamente. A mudanca de uma onda no tempo é algo muito
comum em eletrbnica, enquanto que a mudanca de fase no espago é algo
proprio da oOptica. Assim sendo, em eletrénica se faz a modulacéo de sinal no

k (4.13)
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tempo, enquanto em Optica se pode modular ndo apenas no tempo, mas
também no espaco.

|

Fig. 4.2 - Evolugédo temporal-espacial de uma onda harmonica.
Conforme o tempo passa, a onda caminha para a direita com velocidade v
constante

4: Ondas planas e esféricas

O caso discutido acima é o das ondas harmdnicas unidimensionais, para as
quais a propagacgao ocorre apenas ao longo do eixo z. No caso de uma onda
gue se propaga numa direcdo qualquer do espaco, além de z, as coordenadas
X e y também aparecem na solucdo da equacdo de ondas se utilizarmos o
Laplaceano em coordenadas cartesianas. Assim, generalizando a eq. (4.11)
temos:

E = E,oxp{i(kx+k,y+k,z + at)} =E,expli(KF £ ot )| 4.14)
onde o vetor k = kxf+ kyj+ kzlz define a direcdo de propagacdo da onda e é
chamado de vetor de propagacdo, cujo modulo, como j& vimos é 7”

F=xi+ yj + zk é chamado de vetor posicdo. Os versores I, j e k indicam a

direcéo e sentido dos eixos X, y e z, do sistema de coordenadas cartesianas. A
solucdo dada por (4.14) é de extrema importancia uma vez que qualquer

pulso f(IZ.F—a)Ot) pode ser gerado fazendo uma superposicdo de campos

elétricos E (@), isto ¢, calculando a transformada de Fourier de E,(@):

E=E, exp{i(kxx +k,y+k,z+ a)t)} —E, exp{i (IZ.F + cot)} (4.15)


http://efisica.if.usp.br/otica/universitario/ondas/planas_esfericas

Livros> Optica (Universitério)y Ondas Eletromagnéticas
Autor: Sergio Carlos Zilio

sendo que wp entra nos limites de integracdo. Desta forma podemos ver que a
solucdo harmoénica é uma espécie de onda basica e as solucbes mais
complicadas séo derivadas a partir dela. Voltaremos a este assunto no Cap. 8,
guando estudarmos a resolugéo espectral de um trem de ondas finito.

Entretanto, devemos afirmar que embora esta solugdo seja importante do ponto
de vista matemético, ela ndo tem significado fisico, j& que as condi¢cdes de
contorno demandariam fontes de dimensdes infinitas (planos), como veremos a
sequir.

De acordo com a eq. (4.14), a fase da onda é ¢(r,t)=l2f—a)t. Vamos
encontrar para quais pontos no espaco esta fase tem o mesmo valor, isto €,

gueremos determinar as superficies equifases. Assim, para um dado instante
de tempo f deve ser constante e isto s6 é possivel se k.F = kA.F = constante.
Aqui, I € um versor que especifica a direcdo e o sentido do vetor de
propagacéao kK. A realizacdo do produto escalar nos leva a:
kx+k,y+k,z=constante, que € a equacéo do plano visto na Fig. 4.3, cuja
normal é o proprio vetor de propagacédo. Desta forma concluimos que a onda
plana possui como superficies equifases, planos que se propagam na direcao

de Kk , com velocidade v.

Para entendermos melhor o significado de K vamos fazer uso da Fig. 4.4, que
representa duas superficies equifases tais que os argumentos das funcdes
seno diferem exatamente de 2p, significando que a onda se repete. Logo, a
separacédo entre os dois planos é |, como discutido anteriormente. Assim, para
um certo tempo t, K.F, — et = const e K.F, — wt = const. + 27 . Subtraindo estas

duas igualdades temos: IZ(?Z—Fl)=27z. Levando em conta que o produto

escalar seleciona apenas a componente
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Fig. 4.3 - Superficie equifase de uma onda plana.

de paralela a k (portanto perpendicular aos planos equifases), e que esta
corresponde a separacdo entre os dois planos consecutivos, concluimos que

27
kAi=27 e consequentemente k:T, como no caso da onda

unidimensional. Como para a translacdo com velocidade constante, o espaco é

. . . \ .
igual a velocidade vezes o tempo, temos ﬂ.:TV:T. Assim obtemos

v=Af :%, que é a velocidade de fase da onda, que serd abordada com

maiores detalhes no final do capitulo.
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e=w.._frente de
onda

Fig. 4.4 - Significado de .

Um outro tipo de solucéo para a equacdo de ondas € a onda esférica, que esta
ligada a condicdo de contorno correspondente a radiacdo emitida por uma
fonte pontual. Quando tal fonte emite radiacdo eletromagnética, a onda gerada
se espalha em todas as direcbes, como mostrado na Fig. 4.5, diferentemente

da onda plana que caminha apenas na direcdo do vetor de propagagdo K .
Neste caso, o0 campo elétrico € dado por:

E=%cos(kr—a)t) (4.16)

Nesta expressdo vemos que a amplitude decresce com r e a razao para isto
esta ligada ao principio da conservacdo de energia. A poténcia (energia por
unidade de tempo) é o produto da intensidade pela area atravessada pela
onda, que no caso da esfera & A=4zxril. Logo, devido a conservacédo de
energia (ou poténcia), 47r®l deve ser constante conforme a onda esférica se
propaga. Como veremos no final do capitulo, | oc E? (ver eq. (4.41)) de onde
concluimos que E depende de 1/r. Conforme mostra a Fig. 4.5, o produto kr da
origem a uma superficie equifase esférica, dependente de r. Note que no
argumento da exponencial aparecem apenas 0s moédulos dos vetores ke r e
nao o seu produto escalar.
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Fig. 4.5 - Onda esférica.

Existem outros tipos de solucbes para a equacdo de ondas e um dos mais
comuns € a solucdo do tipo gaussiana, que abordaremos na secdo 4.5.

Uma identidade importante é a que relaciona H e E. Para deriva-la devemos

notar que de acordo com a expressao da onda plana,

—

V,E +ik E
i L (4.17a)
ot (4.17b)
% — _ipH (4.17c)
Como V,E = —%3 = —@, temos ik, E =iuwH , isto
perpendiculares entre si. Por outro lado,
VE =ikE =0 (4.18a)
significando que keEfet sio perpendiculares. Também,
VH =ikE =0 (4.18b)

e assim, k eH sdo perpendiculares. Logo, concluimos que |Z,I:I e E sdo

mutuamente perpendiculares, como mostra a Fig. 4.6. E claro que isto s6 é

valido em meios isotropicos, onde VE=0. Nos meios anisotropicos, a
condicdo a ser utilizada é VD =0, e neste caso, k,H e D sdo mutuamente

perpendiculares.
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Fig. 4.6 - Geometria dos vetores

5: Ondas Gaussianas

Uma solucao importante da equacédo de ondas é aquela obtida ao se utilizar o
Laplaceano em coordenadas cilindricas:
o> o0* 10 o
% :V$ +t—S=—=t-——+— (419
or® or° ror oz

by

2
onde V2 Y1 & a parte associada a coordenada radial. Fisicamente, o uso

destas coordenadas implica que o meio possui condicbes de contorno com
simetria azimutal, isto é, podem existir obstaculos circulares, meios do tipo
lente como discutido no Cap. 2, etc. A solucao que vamos obter a seguir é de
observacéo bastante comum em laboratorios de éptica, pois corresponde ao
tipo de luz emitida pela maioria dos lasers. Como o sistema de coordenadas
particulares escolhido para o Laplaceano nédo tem influéncia na parte temporal
do campo elétrico, é de se esperar que, como nos dois casos discutidos na
secao anterior, ele seja dado por uma expresséao do tipo:

E(r,t)=E(F)exp{-iat} (4.20)

Substituindo esta solugao tentativa na eq. (4.5), obtemos a equagéo de ondas
na forma reduzida, que envolve apenas as coordenadas espaciais:

V’E+k*(r)E=0 (4.21)
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onde k%= ,uga)2 pode depender da coordenada radial se tivermos um meio do

tipo lente. Entretanto, com o objetivo de simplificar os calculos seguintes,
vamos supor que o meio seja homogéneo, isto €, k € constante. Tomando
apenas uma componente vetorial de Ee supondo que a onda tem sua
propagacao confinada em torno do eixo z, fazemos a mudanca de variaveis:

E(r.z)=w(r z)exp{-ikz} (4.22)
gue quando substituida na eq. (4.15) resulta em:
Viy —21ky'=0 (4.23)

0
onde z//':é—w e o termo proporcional a " foi desprezado. Esta é ainda uma
YA

equacdao dificil de ser resolvida e sem nenhuma justificativa ad hoc, vamos
tentar uma solucao do tipo:

l//(r,Z)—%exp{—{P(Z)+%)rz}}(424)

Substituindo na eq. (4.23) obtemos:
er2 +2iQ+kr2Q'+ 2kP'=0 (4.25)

onde as derivadas de P e Q sao relativas a z. Como esta igualdade é valida
para qualquer r, devemos analisar as partes que possuem a mesma poténcia
em r. Assim,

Q*+kQ'=0 (4.26a)
iQ+kP'=0 (4.26b)

Desta forma, obtemos equacdes diferenciais, que embora nao lineares, sao de
primeira ordem, e consequentemente faceis de serem resolvidas. A solucdo da
eq. (4.26a) resulta em:

Q(z)= K (4.27)

Z+q,

onde (o € uma constante de integracdo, que sera analisada posteriormente.
Utilizando este resultado na eq. (4.26b) é facil mostrar que:

P(z):—iln(1+ij (4.28)

%o
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Podemos agora substituir os valores de P(z) e Q(z) na eq. (4.24) para
encontrarmos a funcao y(r,z). Antes porém, vamos re-escrever a constante de
integracdo como (o = iZg, cOm 2z, real. A razédo de se considerar go imaginario €
que esta é a Unica maneira de se obter uma solucado que estd confinada em
torno do eixo z; caso contrario, 0 campo elétrico se estenderia
exponencialmente até o infinito e esta é uma solu¢cdo que ndo nos interessa.
Desta forma temos:

(4.30)

—ex _ik_r2 z—izy | _ o) r’ikr?
—oP1T 2+22 )| P w’(z) 2R(z)

onde as grandezas w(z) e R(z) foram introduzidas como:

o) e e

22
onde W, = TO é o valor de w(z) na origem (z = 0) e

R(z)= z{1+ (ZLO]}Z (4.31b)

Com estas definicbes o campo elétrico fica:

E(r2) =6t exp{_wj—(zz)}xexp{_{kz n(2)+ Z‘F‘{‘Ei)} “32)




Livros> Optica (Universitério)y Ondas Eletromagnéticas
Autor: Sergio Carlos Zilio

Z . ~ L

onde 77(2) :tgl(—j. Podemos agora fazer uma interpretacdo do significado
Z0

desta expressdo. A primeira parte da eq. (4.32) esta ligada a amplitude do

campo. Vemos que ao se modificar a coordenada radial o campo decai

exponencialmente, de forma a seguir uma funcdo gaussiana. O comportamento

de E contra r estd mostrado na Fig. 4.7. Para uma distancia r :W(Z), o valor

1
de E decai para — do valor em r=0. Esta distancia é chamada de raio do
€

feixe. Na origem, o raio minimo € wp, de acordo com a eq. (4.31a). Nesta

posicdo temos a "cintura do feixe". Ainda de acordo com esta equacdo, vemos
2 2

que z,=—2" :TO. Este parametro é chamado de intervalo de Rayleigh.

2
Para Z=12,, o raio do feixe aumenta de um fator \/E guando comparado com

o valor em r = 0. Ainda com relacdo a amplitude do campo, para r =0, o feixe
vai se abrindo conforme z aumenta e a amplitude decai com z, de acordo com

W, 1 - ) .
0 — . E Interessante notar que existe um tamanho minimo para

"

o didmetro do feixe e isto esta ligado ao fenébmeno de difracdo, que veremos no

W, Z
Cap. 9. Para z muito maior que z0, a eq. (4.31a) prediz que W(z)=—-.

Zy

Usando a relagdo entre wge zp, e considerando que o didmetro do feixe
satisfaz r = w(z), temos:

r=——z (4.33)

que é a equacao de uma reta, que nos da o angulo de divergéncia do feixe

A .
como 1gf =6 =——. Iremos obter uma expressdo similar a esta quando
TTNW,
0

tratarmos da difracédo de luz por uma fenda circular de raio wy.
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A E@z0)

Fig. 4.7 - Variagdo da amplitude do campo com a coordenada radial.

A segunda metade da eq. (4.32) estd ligada a fase da onda. O termo mais
interessante € o que possui R(z), que corresponde ao raio de curvatura da
frente de onda, como discutido na secdo 3.5. Quando a onda se propaga, a
curvatura do feixe vai mudando conforme mostra a Fig. 4.8. Para r=0er =00
o0 raio de curvatura € infinito. O valor minimo de R(z) ocorre para Z=%Z, e

vale R,;, =2z,. Par z<0, o raio de curvatura é positivo e se a luz caminha

para a direita temos a divergéncia do feixe. Por outro lado para z 0, o raio de
curvatura é negativo e o feixe estara convergindo.

Fig. 48 - Propagacdo de um feixe gaussiano (a) e
variacao da amplitude do campo com coordenada radial.
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O feixe definido pela eq. (4.32) € chamado feixe gaussiano de ordem zero
(TEMOO), podendo existir feixes de ordem superior, cujas distribuicées de

intensidade na dire¢cdo radial sdo mostrados na Fig. 4.9. Embora néo
demonstremos aqui, a amplitude do campo elétrico € modulada por um
polindmio de Hermite. Alguns pontos a serem enfatizados com relacédo a eq.
(4.32) séao: (i) o raio da curvatura R(z) e o diametro do feixe mudam conforme
ele se propaga na direcao z, implicando numa divergéncia (ou convergéncia)

do mesmo, (i) em w(z) o campo € 1/e do valor em r =0, (iii) o parametro
2

pw,“n
A

confocal z, = € a distancia z em que o raio w(z) do feixe aumenta por

um fator \/E 7 (iv) wo € o raio minimo do feixe, obtido no ponto focal e (v) a
propagacéao do

# ¥ 4 BE EEF EREE
TEI'"'III]I] TH"-"Im TH"."IEU TH"."I3[| TH"."Iq.u
" X # i 31 e
» o8 B 448 & i@
TEMy TEMy, TEM TEM 5 TEM,,
Fig. 4.9 - Distribuicbes transversais de intensidade para

feixes gaussianos de vérias ordens.

feixe ndo segue as leis da 6ptica geométrica devido a difracdo da luz no ponto
focal, mas pode ser descrita através de matrizes (lei ABCD), como discutido na
referéncia 4.3, e na se¢ao seguinte.

6: Propagacao do feixe Gaussiano

Como mencionamos na secao anterior, a propagacdo de um feixe gaussiano
nao segue as leis da optica geomeétrica, mas sim da Optica ondulatéria, onde o
fenbmeno de difracdo é importante. O que devemos fazer para caracterizar o
feixe gaussiano é determinar como w(z) e R(z) variam conforme a onda se
propaga. Isto é feito através da lei ABCD que discutiremos a seguir. Vamos

k

definir um parametro q(z)zm, tal que para a propagagcdo num meio
yA

homogéneo obtemos q(z) =0, +Z, como indica a eq. (4.27). Por outro lado,

vemos da eq. (4.30) que:


http://efisica.if.usp.br/otica/universitario/ondas/propagacao_feixe_gaussiano
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1 Q(z 1 i1
q(z): ﬁ):R(Z)_ﬂ'nWZ(Z) (4.39)

Desta forma, sabendo como q(z) varia com z, a parte real de 1/q(z) dara R(2),
enquanto que a parte imaginaria esta ligada a w(z). Se conhecermos wy,
podemos encontrar Z, € g, =iz,. Substituindo em q(z)zqo +2Z obtemos a

eq. (4.31). Entretanto, um dado sistema Optico pode conter componentes tais
como lentes, sistemas Opticos, etc. Neste caso, a variacdo do parametro g €
dado pela lei ABCD:

_Ag, +B

>~ Cq,+ D (4.35)

onde @, €0, se referem a dois planos quaisquer perpendiculares ao eixo

optico (z), enquanto que A, B, C, e D sdo os elementos da matriz que
caracteriza a propagacdo geométrica de um raio de luz entre os planos 1 e 2,
como vimos no Cap. 3. No caso da propagacdo por um meio homogéneo,

usamos a matriz de translacao calculada no problema 3.1, onde A=1, B=z, C=0
e D=1, e obtemos (, =0, +Z, como anteriormente. O calculo da propagagéao

do feixe gaussiano em alguns sistemas particulares sera deixado como
exercicio.

7: Vetor de Poynting intensidade

A energia por unidade de area que se propaga na direcdo € dada pelo vetor de
Poynting, que é definido como:

S=EH (4.36)

Usando a relacdo entre e dada logo apos as eq. (4.11) temos:

S-E @=i[—é(ﬁ.é)+ﬁ(é.é)}:

X

HO  HO (4.37)
EZ _ EZ o[ _
=—k =—%cos [kr—a}t]k
MO HO

Os detectores existentes ndo possuem velocidade suficiente para acompanhar
a variagcdo rapida do campo elétrico e fazem uma média temporal do sinal.
Portanto, devemos calcular a média temporal do vetor de Poynting, isto é:


http://efisica.if.usp.br/otica/universitario/ondas/poynting
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I cos (IZF a)t)dtlz (4.38)
Usando a identidade €0s” y = %[1+ cos 2y |obtemos:

<§> = zﬂEjZT {a)T —%sen[Z](lZF—a)t0 T )} _
:_%sen[Z(EF—a)to)]

2
Integrando em um periodo, que é dado por T = —72-, obtemos:
w

(4.39)

<>tk Lre(e] o

Definimos densidade de fluxo radiante ou intensidade como:
Eck  E]

|:‘<§>‘:2ya)_2yv

1
:EcngoEg (4.41)

- W : :
qgue possui unidades de —. Esta € uma expressdo bastante Gtil na pratica
m
2

pois permite relacionar a intensidade da luz com o campo elétrico.



