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1: Formulacao matricial da 6tica geométrica

Neste capitulo daremos sequéncia ao estudo de Optica geométrica, fazendo
uma “revisdo” da propagagao dos raios através de sistemas Opticos, com
énfase em lentes. Para isto adotaremos um tratamento matematico na forma
matricial. Este tipo de formalismo é de muita importancia para a descricao da
propagacdo de feixes gaussianos e calculos de cavidades ressonantes para
lasers, como veremos posteriormente. E também adequado para descrever
sistemas que incluem muitos elementos Opticos, ja que o efeito do conjunto
pode ser encontrado através de multiplicacdo de matrizes.

Vamos levar em conta apenas 0s raios paraxiais confinados ao redor do eixo
optico (6 muito pequeno). Considere a situacdo mostrada na Fig. 3.1. Podemos
supor que, na aproximacdo paraxial, existe uma relacdo linear entre as
caracteristicas geométricas dos feixes de entrada e saida do sistema Optico.
Desta forma, tomando Y; como a altura e 8, como o angulo do raio incidente

no sistema dptico, e Y, € 8, como os parametros do feixe emergente, podemos

escrever um conjunto de equacdes envolvendo estas grandezas:
Y. =SyY + 5,0
0, =S,Y; + S0,

(3.1)

gue pode ser colocada na forma matricial:

Ye _ Su S (Y
e afa) e

ou esquematicamente, na notacdo de Dirac utilizada na mecanica quantica,
|Re>:S|Ri> . Para um sistema éptico composto de vérios elementos, basta

apenas fazer a multiplicacdo de suas matrizes, respeitando a ordem com que
os raios incidem nos elementos. Assim, |R,)=nS _,...S,S,|R,).

Como exemplo, vamos encontrar a matriz S para uma lente positiva

(convergente) de distancia focal f. A Fig. 3.2 mostra os raios principais para
. . dy

uma lente convergente. Note que quando o raio estiver descendo d—<0e
Z

portanto @ é negativo.
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" eixo éptico

sistema 6ptico

Fig. 3.1 - Raios incidentes e emergentes de um sistema Optico.
Na aproximacgéo paraxial, dy/dz =tg0 -~ 0.

Fig. 3.2 - Tragado de raios para uma lente convergente de distancia focal
f.

O corresponde ao objeto (tamanho d) e O’ a imagem (tamanho d’).

Vamos usar a aproximacao paraxial, na qual d e d' sdo muito menores que a
distancia focal f. Da Fig. 3.2 vemos que o raio (1) incidente sobre a lente é

descrito pela altura Yi(l) =d' e pelo angulo (9i(1) = arctng:T, enquanto que o

raio emergente é caracterizado por Ye(l) =d’ eqe(1)=0 . Logo, poderemos

montar a seguinte equacao matricial:




Livros> Optica (Universitario)> Elementos da éptica geométrica
Autor: Sergio Carlos Zilio

. d’
[d j:(sﬂ S”j d’ (3.3)
0 S21 Szz T .
gue nos leva ao sistema de equacgoes:

d'=S,d+S, g
(3.4a)

0=5,d+5, %
f (3.4b)

Para o raio (2), temos Y?=d' (2(2) = O,Ye(z) =—de (96(2) = arctg%:%

Portanto,
—d

_ S11 S12 —d
% _[321 Szz 0 (59)

de onde se obtém:

—d=-5,d=3§, =1
(3.6a)

d 1
T =—5,d=3S, = _T (3.6b)

Substituindo estes valores na eq. (3.4) encontramos S;, =0 € S,, =1, de forma

gue a matriz da lente positiva fica:

1 0

S=| _ 3.7
-1, (37)
2

Para uma lente negativa (divergente) basta que se troque o sinal de f, como
sera demonstrado no problema 3.3. A determinacdo das matrizes de varios
sistemas opticos e suas combinacdes sera deixada para a se¢ao de exercicios.
O procedimento a ser adotado na solucéo destes problemas é analogo ao que
usamos para a lente positiva. Um fato que merece destaque é que as matrizes
gue representam os elementos opticos, a exemplo da matriz da lente
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convergente, sdo unitarias. Logo, quando temos um sistema éptico composto
de varios elementos, sua matriz também é unitaria, pois é a resultante de um
produto de matrizes unitarias. A seguir, vamos introduzir alguns conceitos
envolvendo lentes finas e espessas.

2: Lentes finas

Uma lente é classificada como fina quando sua espessura for muito menor que
a distancia focal. Existem varios tipos de lentes cuja denominacédo depende de
sua forma geométrica, como mostra a Fig. 3.3. Vamos nos ater apenas as
lentes de superficies esféricas, embora outras simetrias (cilindrica, parabdlica,
eliptica, etc.) sejam hoje em dia de uso comum. De acordo com o resultado do
exercicio 3.2, a formacado de imagens por uma lente fina obedece a uma
equacao simples:

1 1 1

—=—+ —
f S S
onde f é a distancia focal, S € S' sdo respectivamente as distancias lente-objeto
e lente-imagem. Esta equacédo sera comprovada na Dem. 3.1.

(3.8)
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w

biconvexa biconcava

4

plano-convexa plano-céncava
ah

menisco menisco

convexo concavo

Fig. 3.3 - Sec¢des transversais de algumas lentes finas de simetria
esférica.

E importante para o fabricante de lentes saber como os raios de curvatura das
superficies esféricas e o indice de refracdo do vidro determinam a distancia
focal da lente. O relacionamento entre estas grandezas esta deduzido a seguir.
Considere uma lente biconvexa formada pelas superficies esféricas de raios
R, € R,, como mostrado na Fig. 3.4. O indice de refragéo do vidro é n e o do ar

€ 1. De acordo com o resultado do exercicio 3.4, a matriz que descreve a
interface 1 é dada por:

1 0
M,=| (n-1) 1 (3.9)
nR, n
com R, >0 pois o centro de curvatura C; encontra-se a direita da interface,

como discutido no exercicio 3.4. Similarmente, a matriz que descreve a
interface 2 é dada por:
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1 0
M, = _(n—1) 1 (3.10)
nR, n

onde R, >0 (centro de curvatura C, a esquerda da interface).

1 2

saida

Fig. 3.4 — Secéo transversal de uma lente biconvexa de raios R; e R,
A matriz que descreve a lente é dada pelo produto M =M ,M, (note a ordem)

e resulta em:
1 0

M = _(n_l)(i_i] . (3.11)
Rl RZ

Comparando com a matriz da lente positiva, dada pela eq. (3.7), encontramos a
equacao do fabricante de lentes:

1 1 1
T_(n—1)£El—R—J (3.12)

que é vélida na aproximacado paraxial para qualquer tipo de lente fina mostrada
na Fig.3.3, tomando-se o cuidado de respeitar a definicdo do sinal de R. Uma
outra forma de apresentar a equagdo do fabricante de lentes é com o sinal
positivo na frente de 1/R,, porém neste caso a definicdo do sinal R é outra: R &
positivo se a superficie for convexa e negativo se for concava.
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Uma propriedade importante da formacdo de imagens por uma lente ou
espelho € o parametro denominado de aumento, ou magnificacdo, que
caracteriza o tamanho da imagem em relacéo ao objeto. De acordo com a Fig.
3.5, podemos definir a magnificacao transversal como:

f
X

onde as trés Ultimas igualdades séo facilmente determinadas usando-se
geometria elementar. Se m; >1, teremos um aumento da imagem em relagéo

ao objeto; se M, <1, teremos diminui¢do da imagem. Os sinais negativos tém
origem na definigdo dos sinais de S,S',X, €X,, € no caso em que M, <0,

significa que a imagem esta invertida.

-----------------------------------------

Xy f f Xy

Fig. 3.5 - Formacédo de imagens por uma lente convergente.

Podemos definir também a magnificagéo longitudinal da imagem como:
dx

—_
dx,

Para relacionarmos mL com mT tomamos a equacao de formagéo de imagens

(3.8), com s=f +x, es'=f +X,, de onde obtemos a forma Newtoniana da

(3.14)

equacao da lente:
XX, = f2 (3.15)

Desta expressdo encontramos:
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f? 2
mL:_g:_mT

Evidentemente, m_ <0, o que implica que se dx, >0 teremos dx, <0, ou

(3.16)

seja, se o objeto for um dedo apontado para a lente, a imagem sera a de um
dedo se afastando da lente.

3: Combinacao de lentes finas

Quando varias lentes finas sdo colocadas bem proximas (em contato), a
distancia focal combinada do conjunto pode ser expressa como:

1 1 N 1 N 1 N (3.17)

=ttt 17

ff f, f
onde fi é a distancia focal da i-ésima lente. Esta equacédo é facilmente obtida
multiplicando-se as matrizes das lentes, que deduzimos no final da secao
anterior.

Por outro lado, no caso em que duas lentes finas, de distancias focais f, ef,,

estdo separadas de uma distancia d, como mostrado na Fig. 3.6, a matriz que
descreve o conjunto é:

-9
M = " 3.18
= 1-=
f f,

onde o foco efetivo é dado por:

i1, 1.1
£ f 0 f, ff, (3-19)
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-

Fig. 3.6 - Associacdo de duas lentes separadas por uma distancia d.
O tracado dos raios esta descrito no texto.

Para entendermos um pouco melhor como funciona este sistema, vamos
considerar um raio de luz que sai do foco efetivo, F, atravessa o conjunto e se
torna paralelo ao eixo oOptico como mostra a Fig. 3.6a. Se tracarmos o0s
prolongamentos dos raios que sai de F e aquele paralelo ao eixo, eles se
interceptardo sobre um plano (H), chamado de plano principal. Qualquer outro
raio saindo do foco com angulo diferente daquele mostrado, produzira uma
intersec¢do com o correspondente raio paralelo ao eixo éptico em algum ponto
do plano H. Para efeitos praticos, € como se houvesse uma lente de distancia
focal f localizada em H.

O raio que chega a lente f1 é caracterizado por uma altura Y; e por um

angulo 6, = , onde d, é a distancia do plano principal a lente f,. O

Yi
( f- dl)
raio que sai da lente f, ¢é caracterizado pelos pardmetros
Y. =Y, +d6, e 6,=0. Usando o formalismo matricial, onde a matriz M_ dada

em (3.18) é aplicada ao raio incidente, temos:
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4 )
ye 1 i
G afa) e
— 1—-—
f f,

d, = (i)d (3.21a)

Procedendo da mesma forma para o raio mostrado na Fig. 3.6b, encontramos
que a distancia do plano secundario (H’) a lente f,é dada por:

d,= (in (3.21b)

A eq.(3.8) de formacédo de imagens continua valida, mas s é a distancia entre o
objeto e o plano primario e s’ entre a imagem e o plano secundario.

4: Focalizacao de um feixe Gaussiano

Ao incidirmos um feixe de luz colimada (S =oo) sobre uma lente de distancia
focal f, sabemos que o feixe sera focalizado no plano focal (S'z f). Uma

pergunta que podemos fazer é sobre o didametro da mancha focal. De acordo
com o que vimos com respeito a magnificacdo transversal, o tamanho desta
mancha deveria ser nulo, pois S=o0. Entretanto, um formalismo mais
completo, que leva em conta a natureza ondulatéria da luz e o perfil gaussiano
do feixe, prediz que a mancha focal tem um raio da ordem de:

W ~ ﬁ (3.22)
7D
onde D é o diametro do feixe na lente, w € o raio da mancha focal e | o
comprimento de onda da luz. Este efeito estd associado ao fendbmeno de
difracéo, que sera apresentado no Cap. IX e aparece naturalmente da solucao
da equacao de ondas eletromagnéticas em meios com simetria cilindrica, como
demonstraremos no proximo capitulo. Assim, quanto menor |, mais focalizada
sera a luz. Este “detalhe” € muito importante para a foto-litografia, onde para se
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conseguir altissima integracdo, deve-se utilizar luz ultravioleta, geralmente
conseguida através de um laser do tipo excimer.

5: Acao focalizadora de uma lente fina

Levando em conta a natureza ondulatéria da luz, que seré discutida no proximo
capitulo, podemos explicar como se processa o efeito de focaliza¢cdo produzido
por uma lente fina de indice de refracdo n. Consideremos uma onda colimada

gue se propaga para a direita e incide sobre uma lente compreendida entre
dois planos muito proximos como apresentado na Fig. 3.7. Esta onda “plana”,
gue analisaremos mais detalhadamente na secéo 4.3, é caracterizada por uma

2
fase espacial dada por ¢ =kz, onde z é direcdo de propagacdo e k = 7” Ao

atravessar a lente, havera uma mudanca de fase da onda, que depende da
distancia r, relativa ao centro da lente. Tal mudanga é dada por A¢ = kOA(r),

onde K, é o vetor de propagacdo no vacuo e A(r) é o caminho optico, ja
definido quando tratamos do principio de Fermat. Com base na Fig. 3.7, e

denominando de d a espessura da lente, encontramos que o caminho Optico
entre os planos 1 e 2 é dado por:

A(r)=ny(d,+d,)+n(d—d,—d)=nd —(n—n,)(d, +d,) (3.23)
onde N, é o indice de refragcdo do ar, que doravante tomaremos como unitario
(no :1) . As distancias d, e d, entre a lente e os planos 1 e 2 podem ser
calculadas através de argumentos geomeétricos, levando em conta que cada

superficie da lente tem formato esférico. Assim, para a primeira superficie,

RE=X*+Yy* +2°=r? +(r1—d1)2 (3.24)
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Fig. 3.7 — Geometria utilizada para o calculo da mudanca de fase
de uma onda plana ap6s a passagem por uma lente fina.

onde r = \/XZ + y2 e a coordenada transversal a z. Expandindo o quadrado e
supondo que d,é muito menor que R, € I, obtemos:

2

d, = ' (3.25a)
= .Z2oa
1 2R1
Procedendo de forma andloga para a superficie de raio R, temos:
d, = r* (3.25b)
?7 2R, '

de forma que o caminho éptico é dado por:

— 2 2
A(r)=nd —M(i+ij =nd —r—(3.26)
2 |R R, 2f

onde a equacdo do fabricante de lente, eq. (3.12), foi utilizada nesta ultima
passagem. Como consequéncia, a fase da onda sobre o plano 2 é:

2

¢(r,z):kOS(r,z)szS(r—z)+k0(nd —;—fj(3_27)

onde no primeiro termo da direita subtraimos a quantidade k.d, que é a fase
que a onda ganharia se ndo houvesse lente. S(r,z) € a funcéo eikonal, que foi
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introduzida na eq. (2.38). Tomando o gradiente de S(r,z) em coordenadas

cilindricas podemos encontrar o versor U, paralelo a IZ gue define a direcéo
de propagacéao da onda. Assim, de acordo com a eq. (2.41) temos:

ﬁs(r,z)znolj:lj:l?—%f (3.28)

i . r
mostrando que a luz convergira para o ponto focal F, pois tgé =T. Em outras

palavras, a acdo da lente € a de produzir uma curvatura na frente de onda. A
fase diminui radialmente sobre o plano 2 e para termos uma superficie equifase
teremos que caminhar para a direita conforme r aumenta. Assim o termo kOZ

compensa o decréscimo radial da fase.

6: Lentes espessas

Nesta se¢éo nédo pretendemos discorrer com profundidade sobre o tema lentes
espessas, que € bastante longo, mas apenas apresentar alguns conceitos
basicos. Inicialmente introduziremos a ideia dos planos principais de uma lente

espessa, cuja definicdo esta apresentada na Fig. 3.8. O tracado de raios neste
caso € bem similar ao que vimos na associacdo de duas lentes finas.

?

=== S -._!.-..n..--.-.-.-_-.-

Fig. 3.8 - Formacdo de imagem por uma lente espessa e definigcéo
dos planos principais primario (H) e secundario (H’).
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A equacao do fabricante de lentes pode ser deduzida no caso de uma lente
espessa, através do método de multiplicacdo de matrizes, porém, levando em
conta a matriz de translacdo num meio de espessura t e indice de refracao n.
Com este procedimento obtém-se:

1 1 1 n—-1)t

—=(n-1) —+——u (3.29)

f R R, nRR,

onde a definicdo R, positivo (negativo) para superficies convexas (céncavas) foi
usada. O célculo das distancias d, e d, é feito da mesma maneira que na

secdo 3.3, sendo que as interfaces de raios R, € R, fazem o papel das lentes

finas. A translacao ocorre num meio de espessura t e indice de refracdo n. As
posicoes dos planos principais séo dadas por:

A Call)
R, (3.30a)
g, - ft (1-n) (3.30b)

A eq. (3.8) continua valida desde que as distancias do objeto (s) e da imagem
(S') sejam medidas em relagcéo aos planos principais.

7: Aberracao cromatica

dn
Devido a disperséao (H # 0 | dos vidros utilizados na confecgéo das lentes, o

indice de refracdo depende do comprimento de onda e assim, de acordo com a
eq. (3.12), o foco varia com A. Esta variacdo é chamada de aberracéo
cromética e pode ser substancialmente reduzida pela combinagdo de duas
lentes feitas de vidros diferentes de tal maneira que a aberracdo de uma
compensa a da outra. Este par de lentes é chamado de dubleto acromatico e
foi desenvolvido por John Dollond em 1758. Para entender seu principio de
funcionamento, devemos tomar a equacéao do fabricante de lentes, eq. (3.12), e
expandir o indice de refracdo em torno de um dado comprimento de onda 4,

Assim,
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i (dnj

1 1 dA
— = |1+22AA _

TORK A (3.31)

onde AA=A4- A4, e f é o valor da distancia focal no ponto 4,. Note que f (/1)
depende de Al apenas no termo AA e as demais grandezas que aparecem na
equacao sdo calculadas no ponto A;.

No caso de um dubleto, temos duas lentes de distancias focais f, e f, muito

proximas, de forma que a eq. (3.17) pode ser aplicada. Definindo:

__1 dn
" on-1da (3.32a)
_ 1 dn, (3.32b)
> n,-1dA

como grandezas calculadas no ponto 4,, podemos escrever a distancia focal

da lente equivalente como:

S :i(1+ 51A;L)+i(1+ 5,A1)(3.33)

f(2) f, f,
onde, novamente, a dependéncia de f em A esta contida no termo AA. A eq.
(3.33) pode ser reescrita como:

1 1 o, 0,
——=—+| -+ A4 3.34
() T (fl fJ o9
1 1 1 ~
onde ?:T+f—. Como queremos que f(/1) ndo dependa de A, o termo
1 2
entre parénteses deve ser nulo. Assim, temos duas equacdes:
ﬂ +i — O
f, f, (3.35a)
1 1 1 (3.35b)
—t—=—
fof, f
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que podem fornecer os valores desejados de f, ef,:

o f (1— ij
%, (3.36a)

- [1— 3, ) (3.36D)
0,

1

Em suma, conhecendo-se a dispersdo de um tipo de vidro particular, computa-
se 9, e J, para um dado A, a partir dos quais se determina f, ef, para o

valor de f desejado e constroi-se o dubleto. Entretanto, como dn/dAl também

varia com o comprimento de onda, o dubleto funciona bem apenas num certo
intervalo em torno de 4,. Para melhorarmos os célculos terifamos que

considerar termos de ordens superiores na expansao dada pela eq. (3.31).

8: Aberracoes de Seidel ou monocromatica

No tratamento que empregamos para deduzir as equacdes da lente supomos a
aproximacao paraxial, na qual sené e tgé sio aproximados pelo argumento 9.
Esta é uma teoria chamada de primeira ordem. Entretanto, quando um raio
passa pela borda da lente, ele é focalizado com um angulo relativamente
grande, de forma que a aproximacao paraxial pode ndo ser boa. Neste caso,
mesmo que a luz seja monocromatica, de forma que a aberracdo cromatica
pode ser ignorada, havera aberracbes de outro tipo. Para entendermos estas
aberracbes devemos tomar o termo cubico na expansdo do senq e assim
passaremos a ter uma teoria de 3a ordem. As diferencas entre esta teoria e a

linear sdo conhecidas como aberra¢des primarias e sdo em numero de cinco
(aberragdo esférica, coma, astigmatismo, curvatura de campo e distor¢ao).
Elas foram estudadas em detalhe por Ludwig von Seidel (1821-1896) por volta
de 1850 e por isso levam o nome de aberragcbes de Seidel. A seguir,
descrevemos sucintamente alguns destes tipos de aberragoes.

a. Aberracgao esférica

No caso de uma lente simples, o foco efetivo varia com a distancia h que o
raio incidente entra na lente, de acordo com a Fig. 3.9. Esta variacéo é
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chamada de aberracéo esférica. Para os raios paraxiais (h zO) a eqg. (3.12)

se aplica e o foco é chamado de foco paraxial.

e e

Fig 3.9 - Aberracédo esférica produzida por uma lente simples.

Os raios afastados do eixo optico de uma distancia h serdo focalizados num
outro ponto, chamado de foco periférico, ou marginal, que dista:

A= % kh? (3.37)

do foco paraxial, com k sendo dado por:

2
2 (01 i+[£+ij (n_+1+i) 039

n |R> (| f R, f R,

A aberracdo esférica serd minima quando a razdo entre os raios de curvatura
da lente satisfazem:

R n+4-2n°
R, n+2n’ (3.39)
2

Esta formula s6 é valida quando o objeto estiver muito afastado da lente
(S —>oo) . Uma maneira que se usa atualmente para minimizar a aberragéo

esférica € pela construcdo de lentes cujas superficies ndo sejam esféricas
(lentes asféricas). As lentes asféricas ndo sdo encontradas com facilidade (e
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sdo caras). Na pratica, o que se pode fazer para minimizar este tipo de
aberracao, € fazer com que os angulos de entrada e saida dos raios na lente
sejam 0s mais proximos possiveis. A Fig. 3.10 mostra a maneira de se
minimizar a aberragao esférica numa lente plano-convexa.

Fig. 3.10 - Aberragéo esférica de uma lente plano-convexa em duas
situacdes diferentes.

b. Coma

A aberracdo comatica ou simplesmente coma é uma aberracdo monocromatica
primaria que degrada a imagem e que tem sua origem no fato de que os planos
principais s6 podem ser considerados como planos na aproximacao paraxial.
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Fora desta aproximacdo, os planos principais sédo, na verdade, superficies
curvas. A distancia focal efetiva e, portanto, a magnificacdo transversal, sera
diferente para raios atravessando diferentes regides fora do eixo da lente,
como mostra a Fig. 3.11 para uma fonte pontual. Quando mT diminui para os
raios mais externos (como na figura) temos coma negativo e se, mT aumenta,
temos coma positivo. Esta aberracao apresenta certa analogia com a

aberracao esférica, pois ambas resultam da impossibilidade de raios paraxiais
€ marginais convergirem em um mesmo ponto depois de atravessarem a lente.
Entretanto, elas se diferenciam na forma da imagem produzida, ja que um
ponto com aberracao esférica resultara numa forma circular e com coma, numa
forma de cometa, como mostrado no canto inferior direito da Fig. 3.11.

Fig. 3.11 - Exemplo de coma negativo.

A aberracdo coméatica depende bastante da posi¢cdo do objeto e da geometria
da lente; entretanto, podemos constatar da Fig. 3.11, que a colocacéo de uma
iris que permita apenas a passagem dos raios pelo centro da lente, diminui
bastante este tipo de aberragdo. Como no caso da aberracdo esférica, a coma
pode ser minimizada ao se escolher adequadamente os raios de curvaturas da

lente. Felizmente, a combinacao de raios de curvaturas para minimizar a coma
€ bastante parecida com a combinacéo para minimizar a aberracao esférica.
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c. Astigmatismo

O astigmatismo, do mesmo modo que a coma, afeta a imagem de um ponto
qualquer situado fora do eixo Optico da lente. Considere um feixe de luz
colimada incidindo com um angulo a sobre uma lente. O plano perpendicular ao
eixo em torno do qual a lente foi rodada, € chamado de plano meridional
enquanto que o plano que contém este eixo € chamado de plano sagital (Fig.
3.12). Obviamente, a simetria dos raios incidente é diferente nestes dois planos
e, assim, é de se esperar que as distancias focais também o sejam.
Realmente, encontra-se que no plano meridional o foco € dado por
f. = fcosa enquanto que no plano sagital f :L. Para evitarmos este
COSsa

tipo de aberracdo, devemos posicionar as lentes de uma montagem
experimental sempre perpendiculares aos feixes de luz.

meridional sagital

Fig. 3.12 - Os planos meridional e sagital.



