Aula 10 — Texto de apoio
Niveis de energia do poco quadrado

Prof. Luis Gregoério Dias

Introducgao

Neste texto, vamos revisar como obtemos os niveis de energia do poco quadrado
finito através da solu¢do da Equacéo de Schrddinger.

Poc¢o quadrado finito

O potencial do pogo quadrado finito € dado por:

Vo se —L/2<x<+L/2
V(z) —{

0 sex<—L/2ouz>+L/2
Equacéo 1

O potencial V(x) esta representado na Figura 1 abaixo:
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Figura 1: Poco quadrado finito.



Para calcular os niveis de energia do poco quadrado finito, é necessario resolver a
equacdao de Schrodinger para o potencial V(x) dado pela Equacéo 1 acima e obter a
equacao transcedental cujas solugfes serdo as energias E, dos niveis discretos.

Nas regifes | (x<-L/2) e Il (x>L/2) o potencial é nulo (ou seja, V(x)=0). J& na regido I
(-L/2< x<+L/2), o potencial € negativo (V(x)=-V,), formando um poco de potencial.
Com isso, podemos escrever a Equacdo de Schrédinger independente do tempo
para as 3 regides na forma:

( _% d;‘igﬂs) = E¥(xz) Regiaol
Y _% d?;;(f) —Vo¥(x) = EV(x) Regiaoll
_n2dW(@) E¥(x) Regiao III

\ 2m dx?
Equacéo 2

Para facilitar, podemos re-escrever as equagdes nas regides Il e IV para isolar a
derivada segunda no lado esquerdo:

( B2 () E¥(z) Regiaol

- 2m  dzx?

{ —R2&V@) (B4 V) U(z) Regido I

2m dx?

12 W) py(y)  Regido 111

\ 2m  dz?
Equacéo 3

Aqui, estamos procurando solugdes para estados ligados, ou seja, com energias E
entre 0 e —V,, como mostrado na Figura abaixo:
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Figura 2: Energia dos estados ligados.



Neste caso, fica claro que E+V, no lado direito da equacéo da regido Il € um ndmero
positivo ja que E<Q é necessariamente negativo (E=-|E|]) mas seu mdodulo € menor
gue VO (JE|<Vy). Logo:

Podemos entédo definir as quantidades positivas a(E) e k(E) na forma:

ao(E) = +2m|E|/h
k(E) = /2m(Vy—|E])/h

Equacgéo 4

que serdo fungbes positivas da energia (note que apenas o modulo de E entra na
raiz). Com essas definicbes, as equacdes diferenciais nas regides I, 1l e lll ficam
mais simples:

( % = +a(E)*¥(xr) Regiao I

$ L) — _L(E)2W(z) Regido II
\ % = +a(E)*¥(x) Regiao III

Equacéo 5

Neste formato, fica mais claro qual deve ser o formato das solucBes em cada regiao.
Nas regides | e Il procuramos solu¢gdes em que a segunda derivada seja
proporcional a prépria funcdo multiplicada por um nimero positivo. Isto é satisfeito
por uma funcao exponencial como W(x) = Ae® ou W(x) = Be™%*,

J4 na regido Il procuramos uma solucdo em que a segunda derivada seja
proporcional a propria funcdo multiplicada por um ndmero negativo. Isto é satisfeito
por uma fungéo seno ou cosseno como W(x) = acos kx ou W(x) = b sin kx.

Um ponto importante € que, nas regides | e lll, € necessario descartar as solucoes
exponenciais que divergem (vao a infinito) para x-*c. Estas solu¢des, embora
matematicamente aceitaveis, ndo descrevem situacfes fisicas. Isto por que o
moédulo quadrado da fungdo de onda corresponde a uma distribuicdo de
probabilidade (que pode ser medida em experimentos!) de modo que deve ter uma
integral finita em todo o espaco.

Juntando tudo, temos a solucdo da Eq. de Schrddinger para o po¢o quadrado fica:



U(r) = Aret™™® x < —L/2
U(x) = ajpcoskx + bysenkr —L/2 < x < L/2
U(z) = Bipe™®* > L/2
Equacgéo 6
onde as constantes A, air, bir, B sio reais e devem ser determinadas pelas

condicbes de contorno, impondo a continuidade da funcdo de onda e sua derivada
nas interfaces entre as regioes.

Simetria do potencial: solu¢oes pares.

O potencial mostrado na Figura 1 é simétrico em relagéo a origem (x=0) do sistema
de coordenas escolhido, ou seja, V(X)=V(-x). Embora esta seja uma escolha
arbitraria (poderiamos ter escolhido a origem x=0 em outra posi¢do do potencial,
como na borda do poc¢o), ela facilita bastante o calculo das fun¢des de onda,

Isto porque a simetria do potencial permite apenas dois tipos de solucdes para a
Equacdo de Schrddinger: solugbes pares W(—x) = +%¥(x) e impares W(—x) =
—¥(x) emrelacdo atrocax & —x.

Vamos iniciar aqui no espectro das solucdes pares. O caso de solugcbes impares é
completamente analogo.

Impondo que a solugdo é par ou impar, reduzimos o numero de constantes
independentes mostrados na Equacgéo 6. Isto por que, se ¥(—x) = +¥(x), a funcédo
na regido Il deve ser par/impar e os coeficientes das regides | e Il estdo
conectados. No caso de solugdes pares, temos W(—x) = +¥(x), ou seja:

ary cos (—kx) + bysen(—kx) = ayy cos kx + byrsenkx { by =
=

Byje= (%) = Ajeto®

Equagéo 7

Logo, as solucdes pares sdo da forma:

Ui(z) = A" parax < —L/2
U(z) = apcoskx para —L/2 <z < L/2
Upp(x) = Aje ** parax > L/2

Equacéo 8: Solucdes pares.

Ja no caso de solugdes impares, temos W(—x) = —¥(x), ou seja:



ayy cos (—kx) + bysen(—ka) = —ayy cos kx — bysenkx
-
Bie=(=%) = — Ajetar

Equacgéo 9

Logo, as soluctes impares sdo da forma:

Ui(x) = Aet* parax < —L/2
Uy(r) = bpsenkzr para — L/2 <ax < L/2

W) = —Ae™** parax > L/2
Equacao 10: Solugdes impares.

Em ambos os casos, temos apenas duas constantes a serem determinadas. Estas
d¥(x)
dx
Como a solugéo é par (¥(—x) = +¥(x)), basta escolher o lado positivo.

podem ser obtidas impondo a continuidade de W(x) e nos pontos x = i%.

Imposi¢ao da continuidade da fun¢ao de onda e sua derivada

Solugdes pares: Impondo a continuidade de W(x) e diix) emx = +§, temos:

kL _alL

Wyr (L/Q) =Wyg (L/Q) = Q171 COS 7 :AIG 2

Equacéo 11

AW AW kL a
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Equacéo 12

Dividindo a Equacgao 12 pela Equacéo 11, obtemos:

k(E)L

k(E)tan = a(E)

Equacao 13: Eq transcedental das soluc8es pares.

Esta é a Equacao Transcedental para determinar o espectro de solucbes pares do
poco quadrado. Isto significa que as energias E dos niveis devem satisfazer os dois
lados da Equacéo 13 (lembrando que a(E) e k(E) s&o funcbes de E, dadas na
Equacéo 4.

Solugdes impares: Impondo a continuidade de W(x) e %fcx) emx = +§, temos:



kL
Wi (L/Q) = \IJIH(L/Q) = brrsen (7) = —AIE_T

Equacéo 14

AWy _ AW
dx dx
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Equacéo 15

Dividindo a Equacéo 14 pela Equacao 15, obtemos:

k(E)L

a(F) tan = k(E)

Equacéao 16

Esta é a Equacao Transcedental para determinar o espectro de solucbes impares do
pogo quadrado. Isto significa que as energias E dos niveis correspondentes devem
satisfazer os dois lados da Equacédo 16 (lembrando novamente que a(E) e k(E) sé&o
funcOes de E, dadas na Equacéo 4.

Solucao das Eq. Transcedentais pelo método grafico.

Um outro modo de escrever as Equacdes Transcedentais é na seguinte forma:

fp(E) = k(E) tan (@) —a(B) =0

fi(E) = a(F) tan (@) —KE)=0

Equacéo 17

onde fy(E) e fi(E) correspondem as solugbes pares e impares, respectivamente.

Aqui, procuramos as energias E que correspondem aos zeros das fungées f,(E) e
fi(E). Este € um modo mais eficiente de determinar as solugdes E, que satisfazem a
equac0les transcedentais.

Podemos encontrar as solu¢des pelo método grafico: fazemos um grafico de f,(E) e
fi(E) (usando, por exemplo, softwares como Mathematica, uma planilha Excel, ou o
site Wolfram Alpha) e procuramos os zeros. Isto é mostrado na Figura 3 abaixo.
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Figura 3: Resolvendo as Equacdes Transcedentais pel o método grafico



