Aula 10 - Pocos quanticos multiplos

Prof. Luis Gregoério Dias
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Introducao

Neste texto, faremos uma introducdo a um modelo relativamente simples mas
bastante ilustrativo para descrever moléculas e solidos. O modelo consiste em
aproximar o potencial de cada atomo como um poco quadrado finito. Incialmente
vamos revisar como obter os niveis de energia para um pog¢o quadrado finito.
Depois, faremos 0 mesmo para um modelo de dois poc¢os quadrados, simulando
uma “molécula diatdmica”. Por fim, veremos que um modelo de mdultiplos pocos
quadrados nos da pistas importantes para entender algumas propriedades de
solidos.

Pocos de potencial quadrados em Mecanica Quantica

O inicio do aprendizado da Mecéanica Quantica em geral se da resolvendo a
equacdo de Schrédinger para potenciais simples em uma dimensdo. Um caso
particularmente simples é o po¢o quadrado infinito, (vide-aula 11 do curso de Teoria
Quantica) cujas solucbes se assemelham a modos normais de uma corda presa em
ambas as extremidades.



O pogo quadrado finito
Um exemplo mais rico é o poco quadrado finito, em que o potencial é dado pela
seguinte equacao:

—Vo se —L/2<x<+L/2
V(z)=
0 sex<—L/2oux>-+L/2
Equacédo 1

O potencial V(x) esta representado na Figura 1 abaixo:

V(x)

N

Figura 1: Poco quadrado simples, finito.

Mas por que resolver um potencial deste tipo? A resposta € que este tipo de
potencial pode ser usado como um modelo para potenciais reais mais complicados.
Em Fisica, é muito comum o uso de modelos, ou seja, construcdes tedricas que
funcionam como idealizagbes da realidade fisica, que nos permitem um
entendimento dos mecanismos basicos do funcionamento de um sistema mais
complexos.

O poco quadrado, por exemplo, pode ser usado como um modelo para um sistema
real como o potencial de elétrons em um atomo. Isto por que 0s elementos basicos
do sistema real estdo presentes no modelo: o po¢o quadrado é um potencial
confinante que da origem a niveis de energia discretos, como no caso atémico.

Para calcular os niveis de energia do po¢o quadrado finito, é necessério resolver a
equacdo de Schrodinger para o potencial V(x) dado pela Equacéo 1 acima e obter a

equagao transcedental cujas solugfes serdo as energias En dos niveis discretos.

Vocé pode encontrar a solugédo no Texto de Apoio em anexo a esta aula.



O pog¢o quadrado duplo

O modelo pode ser expandido para descrever o funcionamento basico um sistema
ainda mais complexo: uma molécula diatbmica. Para isto, podemos usar um
potencial de dois pogos quadrados separados por uma pequena barreira, como
ilustrado na Figura 2 abaixo:
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Figura 2: Potencial do poc¢o quadrado duplo

O potencial consiste de dois pocos de potencial de largura L separados por uma
barreira de largura d. A seguir, vamos apresentar alguns argumentos que mostram
que o poco quadrado duplo pode ser um modelo razoavel para descrever uma
molécula diatbmica, mostrada na Figura 3 abaixo.

Figura 3: Molécula diatbmica descrita por um poco q uadrado duplo.

E importante notar que temos dois regimes distintos para este potencial dependendo
do pardmetro d. Se a distancia d entre os poc¢os (ou seja, a largura da barreira) for
muito grande (por exemplo, maior que a largura dos pogos, como mostrado na
Figura 3 a esquerda), o comportamento de um elétron em um poco é pouco afetado
pelo comportamento do elétron no outro pogo. Isto descreveria a situagdo de atomos
isolados: os niveis de energia dos elétrons serdo idénticos aos de um poco
quadrado simples;



No entanto, se a distancia entre os poc¢os for pequena (menor que a largura do
pocgo, como mostrado na Figura 3 a direita), aumenta a possibilidade de tunelamento
quéantico entre os pogos e um elétron em um pogo de potencial passa a “sentir” a
presenca do segundo poco. Isto faz com que os niveis de energia do po¢o duplo
tenham uma configurac&o diferente do que o caso do pog¢o quadrado simples.

O principal resultado € que, nesta situacao, o estado fundamental do poco duplo tera
uma energia menor do que a energia do estado fundamental do pogo quadrado
simples. Com isso, a configuracdo do poco duplo € energeticamente favoravel em
relacdo a configuracdo de dois pogos simples isolados. Em outras palavras, o pogo
duplo, neste caso, € um bom modelo para descrever 0 caso de uma molécula
diatdomica.

Nesta aula, mostraremos como isto ocorre em detalhe, resolvendo a equacao de
Schrédinger para o pogo quadrado duplo.

Niveis de energia do po¢o quadrado duplo

O potencial V(x) do poco quadrado duplo pode ser dividido em 5 regides, conforme
mostrado na Figura 4 abaixo:

V(x)
L-d/2 d2 T +dre L+d/2
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Figura 4: Regibes do poc¢o quadrado duplo.

Nas regides | (x<-L-d/2), Il (-d/2< x<+d/2) e V (x>L+d/2) o potencial € nulo (ou seja,

V(x)=0), Nas outras duas regides (Il e IV) o potencial & negativo (V(x)=-Vo),



formando dois pocos de potencial. Com isso, podemos escrever a Equacdo de
Schrédinger independente do tempo para as 5 regifes na forma:

IV BW(z)  Regido I

~ RV yW(z) = EU(x)  Regido 1T

2LV BW(z)  Regido 1T

_ B2V yiG(x) = EU(z) Regido IV

LY EW(z)  Regido V
Equacéo 2

Para facilitar, podemos re-escrever as equacdes nas regides Il e IV para isolar a
derivada segunda no lado esquerdo:

( - % dz;;(zm) E¥(r) Regidol
- % dzd‘lg;(mj (E+Vy)¥(x) Regiao II
< I LYE) _ py(z)  Regido 111
?:1 : igﬂ (E+Vy)¥(x) Regiao IV
\ _% ¢ d\igx) E¥(xz) RegiaoV

Equacéao 3

Aqui, estamos procurando solugbes para estados ligados, ou seja, com energias E
entre 0 e =V, como mostrado na Figura abaixo:
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Figura 5: Energia dos estados ligados.



Neste caso, fica claro que E+V, no lado direito das equacgfes das regides Il e IV &
um numero positivo ja que E<O é necessariamente negativo (E=-|E|) mas seu
modulo € menor que VO (|E|<V,). Logo:

Podemos entédo definir as quantidades positivas a(E) e k(E) na forma:

o(E) = \/2m|E|/h
K(E) = \2m(Vo - E)/h

Equacgéo 4

gue serdo funcdes positivas da energia (note que apenas o modulo de E entra na
raiz).

Com essas definigdes, as equagdes diferenciais nas regides I-V ficam mais simples:

( d?W(z)

5~ =4a(E)*U(x) Regiao I

% = —k(E)*¥(z) Regiao II
{ V@) — 4 o(E)2W(x)  Regido III

% = —k(E)*¥(z) Regiao IV
| LU — 1 0(E)2U(z) Regiio V

Equagédo 5

Desta forma, fica mais claro qual deve ser o formato das solugbes em cada regiéo.
Nas regides |, Ill e V procuramos solucBes em que a segunda derivada seja
proporcional a prépria funcdo multiplicada por um nimero positivo. Isto é satisfeito
por uma fungéo exponencial como W(x) = Ae* ou W(x) = Be™**.

Ja nas regides Il e IV e V procuramos solugbes em que a segunda derivada seja
proporcional a propria funcdo multiplicada por um nimero negativo. Isto é satisfeito
por uma funcao seno ou cosseno como W(x) = a cos kx ou W(x) = bsin kx.

Um ponto importante é que, nas regides | e V, € necessério descartar as solucoes
exponenciais que divergem (vao a infinito) para x-z*w. Estas solu¢cbes, embora
matematicamente aceitaveis, ndo descrevem situagfes fisicas. Isto por que o
modulo quadrado da funcdo de onda corresponde a uma distribuicdo de
probabilidade (que pode ser medida em experimentos!) de modo que deve ter uma
integral finita em todo o espaco.



Juntando tudo, temos a solucdo da Eq. de Schrédinger para o pogo quadrado duplo
fica na forma:
Uy(x) = Are™™* < —L—d/2

Uy (z) = agrcoskx + bypsenkzr —L —d/2 < x < —d/2
Uip(x) = Ajpe™@® + Bie % —d/2 <z <d/2
Uiy (z) = apy coskx + byysenkr  d/2 <x < L+d/2

L ‘ljv(l‘) = Bye ™ ** x> L+ d/2
Equacéo 6

onde as constantes A1 air, bir, A, B, arv, brv, By s3o reais e devem ser
determinadas pelas condicbes de contorno, impondo a continuidade da funcéo de
onda e sua derivada nas interfaces entre as regioes.

Simetria do potencial: solu¢oes pares.

O potencial mostrado na Figura 4 é simétrico em relagéo a origem (x=0) do sistema
de coordenas escolhido, ou seja, V(X)=V(-x). Embora esta seja uma escolha
arbitraria (poderiamos ter escolhido a origem x=0 em outra posi¢do do potencial,
como na borda do primeiro poco), ela facilita bastante o calculo das funcbes de
onda, Isto porqué a simetria do potencial permite apenas dois tipos de soluc¢des para
a Equacdo de Schrodinger: solugbes pares W(—x) = +¥(x) e impares WY(—x) =
—¥(x) emrelacdo atrocax & —x.

Vamos focar aqui no espectro das solu¢des pares. O caso de solugbes impares é
completamente analogo e sera deixado para 0s exercicios.

Impondo que a solucdo é par, reduzimos o numero de constantes independentes
mostrados na Equagdo 6. Isto por que, se W(—x) = +¥(x), os coeficientes das

regides lll, 1 e V, e Il e IV estdo conectados e devem obedecer:
AHIeJroc(*:r) + BHIEfoe(*:B) — AHIEJrocw + Bype~%* Biir = A
_ ary = an
ary cos (—kx) + brysen(—kx) = ar cos kx + bysenkxr
- brv = —bn
o—a(—z) +ax
B\,e AIE BV _ AI

Equacéo 7

Logo, as solucdes pares sdo da forma:



, Uy(z) = Aet®® 2 < —L—d/2

Uyi(z) = aipcoskx + bysenkr  —L —d/2 <z < —d/2
{0 Upp(z) = A (e™@% +e79%)  —d/2 <x <d/2
Uy (z) = apcoskx — bysenkxr  d/2 <z < L +d/2

Uy(z) =A™ x> L+d/2
Equacgéo 8

de modo que temos apenas quatro constantes a ser determinadas. Estas podem ser
obtidas impondo a continuidade de W(x) e %SC) nos pontos x = i% ex=+=+ (L + %)

Como a solugéo é par (¥(—x) = +¥(x)), basta escolher o lado positivo.

Imposi¢ao da continuidade da fun¢ao de onda e sua derivada

Impondo a continuidade de W(x) e %J(Cx) emx = +§, temos:
fage (27 k:d kd
‘I’IH(d/Q):‘Iflv(d/Q) = AIII (6+T£ -+ G_Td) =aryy COs (?> — bHsen (?)
Equacéo 9
dw dW o o kd kd
H_ 27V = aAmn (e*Td — e’Td) =k | —apsen| — | — biycos | —
dx dx - 2 2
Equacéo 10

Dividindo a Equacéo 10 pela Equacéo 9, obtemos:

tanh a_d - cos E — brrsen @ -——k -( sen @ + by cos @ -
83 5 ayy COs 9 11S€ 5 = | Q1S B 11 COE 5

Equacéo 11

X_p—X

Lembrando que tanhx = 2

eX+e™X "

Jaemx=L+ %, temos:

kd kd . «
Uv(L+d/2)=Vy(L+d/2) = ajcos (kL + ) — byrsen (kL + ) :Ale""Le*Td

2 2
Equacéo 12
dv dW kd kd a
v _2"V = k| —apsen| kL + — | —byycos | kL + — =—OcAle_”‘Le_Td
dz dx 2=L+4 2 2
Equacéo 13

Dividindo a Equacdo 13 pela Equacdo 12, abrindo os senos e cossenos, e
rearranjando os termos (vide Exercicio), obtemos:



I kd kd\ | I kd kd\ |
agy cos (?) — brisen (7) (awcos kL — ksenkL)= ansen(?) + by cos (7> (asenkL + kcos kL)

Equacéo 14

Estamos agora prontos para chegar a Equacdo transcedental para os niveis de
: kd kd ~ ~
energia. Note que os termos envolvendo sen— € cos— na Equacao 14 sao

idénticos aos termos na Equagéo 11. Combinando as duas equacdes e eliminando
estes termos, obtemos:

a(E) tanh ad\ _ k(E)tan (kL) — a(E)
k(E) 2 a(E) tan (kL) + k(E)

Esta € a Equacao Transcedental para determinar o espectro de solucdes pares do
poco quadrado duplo. Isto significa que as energias E dos niveis devem satisfazer
os dois lados da Equacado 15 (lembrando que a(E) e k(E) sé@o funcdes de E, dadas
na Equacéo 4.

Um outro modo de escrever a Equagéo Transcedental é na seguinte forma:

F(E) = % tanh (a_d) ~ k(E)tan (kL) — of

2
Equacéo 16

Aqui, procuramos as energias E que correspondem aos zeros da fungéo F(E). Este
€ um modo mais eficiente de determinar as solucdes E, que satisfazem a equacéo
transcedental F,(E)=0.

Solu¢do da Eq. Transcedental pelo método grafico.

Podemos encontrar as solugdes pelo método grafico: fazemos um grafico de Fy(E)
(usando, por exemplo, softwares como Mathematica, uma planilha Excel, ou o site
Wolfram Alpha) e procuramos os zeros. Isto € mostrado na Figura 6 abaixo, onde
usamos d=2L. Encontramos a energia do estado fundamental E, neste caso



201
_a ad ktan (kL) — o
F(E) = k tanh (7) ~ atan (kL) + k?’
10
Eo
0
— Pocgo duplo (par)
-10
“20700  Z099 098 097  -096 095

E/Vo
Figura 6: Resolvendo a Equacao Transcedental pelo m  étodo gréfico

Energia do estado fundamental do po¢o quadrado duplo

Depois de obter a equacado transcedental das solucdes impares F,(E)=0 (que vocé
vai fazer nos exercicios), podemos agora verificar como as energias do estado
funcdamental E, e do primeiro estado excitado E; do poc¢o duplo mudam quando
mudamos a distancia d entre 0s pocos.

Limite d>>L : dois pogos desacoplados.

Vamos comecgar com o0 caso de uma separagdo d grande entre 0S pocoS.
Escolhemos d=2L e resolvemos as equacdes transcedentais F,(E)=0 e F,(E)=0 pelo
método grafico, conforme mostrado na Figura 7.
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o [ d=2L [ Ey

201 I

@ ad ktan (kL) — «
F,(E) = X tanh (7) = m

10

Fi(F) = %tanh (%)

F 4

_atan (kL) +k
ktan (kL) — «

N

/" Pogo duplo (par)
-10

Pogo duplo (impar)

_291 .00 -0.99 -0.98 -0.97 -0.96 -0.95

E/Vo
Figura 7: Solucéo gréafica das equacgfes transcedenta  is para d=2L.

A primeira coisa que notamos € que as func¢des F,(E) e F,(E) e cortam o eixo da
energia (eixo horizontal) praticamente no mesmo ponto. Isto significa que as energia
do estado fundamental e do primeiro estado excitado sdo praticamente iguais (Eo
=E,), sendo estes estados considerados degenerados.

Além disso, essas energias correspondem também ao estado fundamental do poco
quadrado simples de largura L (solu¢édo da equacéao trancedental f,(E)=0, vide Texto
de Apoio). Como mostrado na Figura 8, as trés curvas (Fy(E), F(E) e f,(E)) cortam o
eixo horizontal das energias praticamente no mesmo ponto.

A interpretacéo fisica é clara: para d=2L, o poco quadrado duplo se comporta como
dois pocos simples independentes entre si. Ou seja, hdo ha ganho energético para
que um elétron que esta localizado em um dos po¢os ocupe 0 outro poco. Uma
outra forma de dizer isso € que os estados correspondentes a um elétron ocupando
0 poco da direita ou a um elétron ocupando o poco da esquerda tem a mesma
energia.
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20; I
—a ad ktan (kL) — «
F,(E) = = tanh (7> "~ atan (kL) + K
10
_k ad) atan (kL) + k
Fi(E) = Etanh <7> "~ ktan (kL) — of e
O+ ]
—\, Pogo duplo (par)
10 ~ Pogo duplo (impar)
Pogo simples (par)
20700 ~099 098 097  -096 095

E/V,
Figura 8: Solucédo gréafica das equacdes transcedenta  is do poco duplo para d=2L e do
poco simples de largura L.

Limite d<<L : Regime “molecular”.

Agora vemos 0 caso de d pequeno comparado a L. No caso, usamos d=0,05L,
conforme mostrado na Figura 9 abaixo:

d=0.05L

>

20,

F,(E) = %tanh (%l) BLIC R

_atan (kL) +k
ktan (kL) — o

” Poco duplo (par)

=18 — Poco duplo (impar)
Poco simples (par)
_291 .00 -0.99 -0.98 -0.97 -0.96 -0.95

E/Vo
Figura 9: Solucado gréafica das equacdes transcedenta  is do poco duplo para d=0,05L e
do poco simples de largura L.
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Aqui vemos uma situacdo claramente diferente em relagdo ao exemplo anterior. As
funcbes Fy(E) e F(E) e cortam o eixo da energia (eixo horizontal) em pontos
diferentes, sendo que a energia E, do estado par é menor que a energia E; do
estado impar. Além disso, EO também é menor do que a energia do estado
fundamental de um poc¢o quadrado simples. Logo, se a distancia d entre os pocgos é
pequena, € energeticamente favoravel aos elétrons que ocupem um estado

compartilhado entre os dois pocos ao invés de ocupar estados nos pocos isolados.

A implicacdo é que, para d<<L, o pog¢o quadrado duplo apresenta “estados
moleculares” similares aos estudados anteriormente no curso. O estado par de
menor energia (Eo) corresponde ao estado ligante do po¢o duplo (e é o estado
fundamental) enquando que o estado impar de menor energia (E;) seria um estado
anti-ligante. energias dos estados das solucdes

Esta analogia com estados moleculares esta ilustrada naFigura 10 abaixo. Os dois
primeiros estados do poco duplo tem uma clara analogia com estados moleculares
“ligantes” e “anti-ligante”, sendo que o estado fundamental (ligante) tem uma energia
Eo, menor do que a de pocos isolados. Ou seja, é uma configuracdo energeticamente
mais favoravel, o que torna este “estado molecular” estavel.

d=0.05L
E
el 1 1 >l |-
’ d=2L E, E,
E
E H H H H-H H
e OQ
O~ —O O~ T . O
H, L] —e H, H, . Yoo ‘—: - H,\,
f;J"
CO
Figura 10: Esquema gréfico das solu¢Bes encontradas . para d=2L, os estados

correspondem a estados de pocos isolados. Para d=0, 05L, os primeiros estados do
poco duplo correspondem a estados moleculares “liga ntes” e “anti-ligante”, sendo

que o estado fundamental (ligante) tem uma energia menor do que a de pocos
isolados, favorecendo esta configuracgao.
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Pocos multiplos e bandas de energia

A analogia entre pocos quadrados e sistemas de muitos atomos pode ser estendida
para sistemas com mais poc¢os. Um sistema de pocos quadrados multiplos pode ser
um modelo util para estudarmos o comportamento de sistema de varios atomos
como moléculas grandes ou mesmo solidos.

N&o cabe aqui apresentar uma solucdo completa (como fizemos no caso do poco
duplo) mas, com base no que aprendemos até aqui, podemos fazer algumas
inferéncias sobre o que ocorre no caso de multiplos pogos quanticos.

A Figura 11 mostra as energias dos primeiros estados de sistemas de multiplos
pocos quadrados acoplados no regime em que a distancia d entre 0s po¢os € muito
menor que sua largura L.

E,
s D | I €
E,
L L
E,
E, E,
E,
L L L L
E;
Es, E5, Eg
E, E,,E;
L L L L L L L L Eo
Figura 11: Pocos quanticos multiplos, considerando apenas um nivel por poco.

No caso do poc¢o duplo (N=2), vimos que as energias dos dois primeiros estados
correspondem a desdobramentos das energias dos pocos isolados (como prevé a
Teoria do Orbital Molecular). Ou seja, a energia do estado fundamental E, € menor
do que a energia do estado fundamental do poco simples e, (linha pontilhada no
primeiro painel da Figura 11) enquanto que a energia do primeiro estado excitado E;
€ maior que eq.

A medida que consideramos sistemas com mais pocos, este padrdo de
desdobramento dos niveis se mantém. Uma forma didatica de ver isso € dobrar o
namero de pogos. Um sistema de N=4 pocos, por exemplo, pode ser visto como um
sistema de dois poc¢os duplos separados por uma distancia d.
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Logo, as energias dos estados do sistema de N=4 v&o corresponder a
desdobramentos dos niveis do poc¢o duplo: cada nivel do sistema com de N=2 pocos
vai produzir dois niveis no sistema com N=4 poc¢os, um com energia acima e outro
com energia abaixo da energia do nivel inicial.

De forma analoga, um sistema de N=8 pocos pode ser considerado como dois
sitemas de N=4 acoplados, e 0 mesmo desdobramento ocorre, como ilustrado no
ultimo painel da Figura 11. Se iniciamos com um nivel por poc¢o, temos agora 8
estados com 8 energias diferentes. Pelos sucessivos desdobramentos, é de se
esperar que alguns destes estados tenha energias proximas, formando
“aglomerados de niveis” separados por regides de energia sem nenhum estado
(“gaps”), como ilustrado na Figura 11.

Se continuarmos este processo indefinidamente e considerarmos apenas os estados
ligados (com E<0), teremos uma situacdo em gque o0 numero de estados em cada um
destes aglomerados sera grande, formando quase-continuos de estados
genericamente denominados bandas de energia.

Isto é ilustrado na Figura 12, que mostra o chamado Modelo de Kronig-Penney. Este
modelo considera um nimero infinito de pocos quadrados, de modo que teremos um
numero infinito de estados, agrupados em bandas de energia separadas por gaps
(regides sem estados). Este modelo € bastante ilustrativo para descrever cadeias
grandes de atomos (como polimeros) por exemplo.

E

== Banda?2
I Gap

f Banda 1

Figura 12: Modelo de Kronig-Penney com infinitos po ¢os quadrados.

O que veremos a seguir:

Veremos na proxima aula que a presenca de bandas de energia € uma
caracteristica de solidos cristalinos, formando a chamada estrutura de bandas do
material. A estrutura de bandas e, mais importante, como essas bandas sao
ocupadas vao definir propriedades do material como a condutividade elétrica, por
exemplo.
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