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22: Teoria das perturbacoes

Perturbacao de estados estacionarios

Exemplo trivial: Oscilador Harmoénico com perturbacéao linear

Correcoes de segunda ordem

Quando calculamos a Orbita da Terra em torno do Sol, omitimos, de nossas
equacdes, todos os outros planetas. No entanto, a atragcdo de Jupiter, por
exemplo, causa pequenas alteracbes na Orbita terrestre. Para fazer uma
estimativa dessas pequenas correcdes, elaborou-se um método, na
mecanica celeste, que permitia a utilizacdo, como ponto de partida, da érbita
terrestre ndo perturbada, isto é, calculada omitindo-se Jupiter, calculando-se
diretamente as modificacbes que deviam ser introduzidas na orbita nao-
perturbada. O aperfeicoamento dessa técnica levou até mesmo a descoberta
de novos planetas (Netuno, por exemplo, “traido” pela perturbacdo que

causava na Orbita de Urano).

A mecanica quantica tomou emprestada a mecanica celeste essa ideia, e
surgiu assim ateoria das perturbacdes, que visa, a partir da solugéo
conhecida de certos problemas, obter uma solucdo aproximada de problemas
que, em algum sentido, sdo proximos ao problema resolvido. A
teoria quantica das perturbacdes, porém, é muito mais simples do que aquela

classica.

Perturbacao de estados estacionarios
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que V & uma perturbagéo, que H & o hamiltoniano perturbado, e que

é o hamiltoniano n&o-perturbado. E intuitivo que, nessas condicbes, 0s
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autovalores de H sejam proximos dos de , 0 mesmo acontecendo para

as autofungdes. Procuraremos simplificar a determinacdo das quantidades

associadas a H utilizando o fato de que elas séo correcées as quantidades
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O problema de autovalores de H se escreve
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esquerda por e integrando, temos:
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que é uma equacao exata! Vamos agora introduzir as aproximacoes.

Uma condicdo basica para o que segue é gque cada nivel perturbado esteja
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muito proximo de um anico nivel ndo-perturbado, de sorte que seja muito
Y
proximo de , etc. Ou seja,
Y, = -,!!.",.LU:' + .. (488)

onde os pontos denotam termos muito menores. Na expansao
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Usando (491) e (492) na Eq.(488), temos
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O primeiro resultado importante é este: a primeira correcdo ao autovalor nao

El:u}l {*’T
perturbado , € 0 valor médio do potencial perturbado, , ha funcéo

de onda néo perturbada correspondente aquele valor de 7.

A construcdo da funcdo de onda perturbada ainda ndo é possivel, pois temos
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que pode ser tomado igual a zero. De fato, temos
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ou, usando os resultados ja obtidos,
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Logo,
CLl,z* n CLli — 0 (500)
ou
Crnll) = i (501)
onde a € um numero real. Assim, o primeiro termo de (500) &
U = (L +ia)d® +. . (502)
gue, nesta ordem, é indistinguivel de
'E,"Ia'n — Ei:a'i,"la'm}l + ... (503)
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Ou seja, o0 termo s6 contribui para uma mudanca de fase de , que,

de qualquer forma, & definido a menos de uma fase. Logo, podemos
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legitimamente por . Os resultados entéo s&o, até primeira ordem?”,

V,
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E. = E94v,_ (505)

Exemplo trivial: Oscilador Harmoénico com perturbacéao linear

Hy =p"/(2m)
Seja 0 hamiltoniano n&o-perturbado, e

. b -
H=—+1/2(k+ Ak)z"
2m—|—f(—|— bES

o hamiltoniano perturbado. Neste caso o problema de autovalores de H, o

hamiltoniano perturbado, pode ser resolvido exatamente, pois €
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essencialmente igual a , com um diferente valor de k. De fato, seus

autovalores sdo

E,=h(lw+ Aw)(n+1/2)

com

R
ot Aw — V;k—l—&k
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E feita, adicionalmente, a hip6tese de que

Ak
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de maneira que
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onde usamos o resultado de Newton (sim, Sir Isaac!):

(l+z)*= 1+ azx,

|z] <1
para .

Logo, podemos escrever
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EY = K(n+1/2)
e, finalmente, lembrando que ,

Ak
gL _ gloy 28 (512)

Para o estado fundamental,

(513)

Vaos agora obter este mesmo resultado usando o formalismo perturbativo *°.
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Na notacédo perturbativa, temos, para o estado fundamental de ,
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Temos
L fmw\: [ , _mes?  BAE
I::Em = — (—) / dx e R = (516)
2\ wh —co 4v'mk
Logo,
h TN
EY = ZAk= (517)
4k dv'mk
que coincide com (514).
CorrecOes de segunda ordem
Voltemos a Eq.(488):
(518)

c‘nﬁ:EE;u} + Zm J}l:m = Encnﬁ:
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e escrevamos a expansao de nas funcbes de onda nao-perturbadas até

segunda ordem:

(519)
Un =3 (‘Enm + CLlrL + Cl:n.zr}:l:.) E;.-}LUE}
Analogamente, para as correcdes a energia , teremos:
(520)
E,=E"+EY+E?
Usando (520) e (521) em (519), temos
(6 + o+ e ) B+ (8m + ¢+ €2 ) Vi =
= (BY+EY + ED) (6 + ) + ) (521)
Igualando os termos de ordem zero:
5;;;.;5;10) = 6, EW (522)
Igualando os de ordem um:
HEY + Vi, = G EO + EWG, (523)

E os de ordem 2:
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m:;E Z (1) Vi = cf;gEif:' + cLl;EELl:' + fjnkEf:l (524)

As relacdes de ordem zero e um ja foram exploradas. Vamos as de ordem 2.
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Para n = k, temos, lembrando que ,
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