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06 — Ondas Estacionarias

Exercicios Resolvidos

Exercicio Resolvido 6.1
Encontre as solugdes estacionarias para uma corda presa a uma parede em x = 0 e livre para correr ao longo
de um poste em x = L.

Resolucao:

As condi¢des de contorno sio:

3(0,)=0 (6.01.1)

L] B (6.01.2)
aX"x:L

As condic¢des de contorno nio afetam a solucio temporal, que ainda é dada pelas equacdes X(x) = cos (kx)
e X(x) = sen (kx). A condi¢io em x = 0 é consistente com a equagio:

k=k, =”L—7t (n=1,2,...),

mas a condi¢io em x = L exige que X(x) tenha um anti-né naquele ponto. Assim, os valores permitidos para

k sio:

ki DT 0 ) eons

=k =2~ n=0,1,... 01.

= (6.01.3
e as frequéncias correspondentes sio:
(2n+l)n
®,=V
2L

Exercicio Resolvido 6.2

Encontre as solu¢des estacionarias para uma corda livre para correr ao longo de postes emx = 0 e x = L.
Resolucao:

As condi¢des de contorno sao:

Y0 o1
axx:O

€
@ (6.01.2)
axx:L
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As condi¢des de contorno nio afetam a solugdo temporal, que ainda é dada pelas equagdes X(x) = cos (kx) e
X(x) = sen (kx), mas exigem que X(x) possua anti-nés em x = 0 e x = L. Assim, a func¢io espacial tem a forma:

X (x)=cos(kx)

onde:
nmn
k=k, == (n=0,1,...) (6.01.3)
e as frequéncias correspondentes sio:
0, =y
L

Exercicio Resolvido 6.3
Uma corda de violio tem comprimento AL = 0,65m e massa Am =5.9x10 *kg. Se a cravelha for girada até
a tensdo ser 53.8 N, qual serd a menor frequéncia (em Hz) emitida pela vibra¢io da corda?

Resolucao:

A corda esta presa nas duas extremidades. Obedece, portanto, as condi¢des de contorno y(0,7) = y(L,7) =0.
A menor frequéncia corresponde ao menor niimero de onda, k£, =7t/ L de acordo com a equagdo:

k=k, =% (n=1,2,...)

O comprimento da corda é a separacao entre as travas, igual a 0,65m segundo o enunciado. Podemos
-1

concluir que k, =4.83m".
A velocidade da onda na corda é:

Y=

=243m/s  (6.03.1)

=75

b

A frequéncia ¢, portanto, f, = ®, /(27:) = (v 1)/(27:) =187Hz.

Exercicio Resolvido 6.4

A segunda frequéncia, em ordem crescente, emitida por um instrumento musical é conhecida como pri-
meiro harmonico. Calcule a frequéncia do primeiro harmoénico no exercicio 6.3.

Resolucao:

Neste caso, estamos interessados no nimero de onda k, =21/ L =9.66m . A velocidade foi calculada no
exercicio 6.3.A frequéncia é o dobro de f: f, = (v*kz)/(21t) =374Hz.

O ouvido humano percebe a frequéncia do primeiro harmonico como exatamente uma escala acima de f,
que ¢ conhecida como frequéncia fundamental.

Exercicio Resolvido 6.5
As ondas numa membrana retangular correm com velocidade v = 100m/s. O lado maior da membrana
mede 2m, e o menor, 1 m. Encontre a frequéncia fundamental e as do primeiro e segundo harmonicos.
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Resolucao:

A - ~ ~ _ 2 2 . . .
As frequencias sio dadas pela equagio ®,, =v\/k,, +k,, , que pode ser escrita na seguinte forma, mais

conveniente:
n’ m’
®,, =TV —2+—2 (6051)
a b

ou, se substituirmos os valores no enunciado,

®,, =50nn’ +4m*>  (6.05.2)

As frequéncias crescem a medida que m e n crescem. A menor frequéncia é obtida comm =n = 1:

o, =50n/5rad /s (6.05.3)

Para obter a segunda frequéncia, precisamos incrementar 7 ¢ manter m fixo, porque aumentar m faz a

frequéncia crescer mais rapidamente do que aumentar n:
o, =100my/2rad / s .

Para obter a terceira frequéncia, precisamos comparar n = 3, m = 1, que da:

®,; = 50m\13rad / s (6.05.4)

comn =1,m =2, que di ®, =507v20 Claramente, a mais baixa ¢ ®_ .

Exercicio Resolvido 6.6 )
Mostre que, dada uma funcio f continua qualquer, a fun¢io y(x, y,z,t) = f (k F— (Dt) ¢ solucio da equagio
de onda tridimensional, onde 7 é o vetor posi¢io, k é um vetor qualquer com dimensio de inverso de distancia

e a frequéncia ® = vk.
Resolucao:

Comecamos por definir a fungio:
u(x,y,z,t)=k-F—ot  (6.06.1)

e chamar de &, ky e k_as componentes do vetor k. Podemos ento ver que:

Vu=k (6.06.2)

Oou
Z -0 (6.06.3)

A partir dai, é facil verificar que:
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e que:
df
Vig=k>—2 (6.06.6
v=k—r o )
e:
oy _ L, d'f
— =0 —>  (6.06.7
812 dI/l2 < )
2
Os lados direitos das equagdes (6.06.6) e (6.06.7) podem agora ser substituidos na equacio Vy = izaa\il
v© ot

Encontramos entiao que:

2 2 2
de-%df (6.06.8)

2 2
du v: du
2

Desse resultado podemos concluir que V= f(l; - (,)t) sera solu¢io da equagio V2\|/ = iz (’;\ZV
v t

sempre que
o for igual a vk.
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