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03 - Oscilacoes Forcadas

Exercicios Resolvidos

Exercicio Resolvido 3.1
Uma paraquedista, com massa m = 50kg, se lanca de um avido com velocidade vertical nula. Durante a
queda, ela fica sujeita a for¢a de atrito:

F =—bv

onde b = 100kg/s. Encontre a velocidade vertical da paraquedista em fun¢io do tempo desde o salto.
Resolucao:

Fisicamente, o movimento da paraquedista exemplo é bem distinto de um oscilador harmonico. A soluc¢io
matematica ¢ semelhante, entretanto. Adotado o sentido descendente como positivo, a segunda lei de Newton
nos da a igualdade:

dv

b4

m—==-bv +m 3.01.1
o ,tmg )
Essa equagio independe da posicao y. Convém, portanto, escolher s = 0, de forma que:
z=v, (3.01.2)

y

Com isso, a equacdo (3.01.1) se reduz a equacio diferencial:

dz
—+yz= 3.01.3
PRI )
ondey =b/m=2s7".
d dzewﬂ)t
Como na equagao % . (Y _S)Z = e(s_w @ o lado esquerdo pode ser escrito como o produto de uma
dt
func¢io do tempo por uma derivada:
vt
E =9 (3014
dt dt
Assim, a equagio (3.01.3) pode ser escrita na forma
d(ze™) v
—=ge 3.01.5
g | )

Podemos agora integrar os dois lados em rela¢io ao tempo para encontrar o resultado:

z(1)e" :%e” +c  (3.01.6)
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Para encontrar a constante de integracdo ¢, basta lembrar que em # = 0 a velocidade v ¢ nula. Em outras
palavras, z(0) = 0. Da equacio (3.01.6), vemos entio que ¢ = —g/7y. Substituido esse valor na mesma equacio,
concluimos que:

20=r,(0="(=¢") (3.01.)
ou
v, ()=5(1-¢) (3.01.8)
Em ¢ = 0, o lado direito é nulo, como esperado. Para # — o0, por outro lado, a velocidade v, tende ao valor

limite v, (e0) =5m/s.Sem o atrito, a velocidade vertical aumentaria sem limite até a paraquedista colidir com o
solo. O atrito do paraquedas com o ar faz com que a velocidade, mesmo depois de muito tempo, seja moderada.

Exercicio Resolvido 3.2

d (y=s)1
o . . o . dz (==
Que condi¢des iniciais deve satisfazer o oscilador, sujeito a for¢a na equagio ;+(y—s)z =e ‘o,
t

para que ndo haja transiente? Dito de outra forma, quais devem ser as condi¢des iniciais para que o oscilador
entre imediatamente no regime estacionario?

Resolucao:

A parte transiente do movimento descrito pela equacio:

F;) ei(u)t+(p0) e—i(u)t+(p0)
2 2 T — .
ST+ 2m( s +io s —io

3 5 5. COS P, + msenQ,

7‘5‘1[

z.(1)=| z,

¢ o primeiro termo a direita. Para que nio haja transiente, o fator entre parénteses naquele termo deve anular-
-se, 1sto &,
B ﬂ §_COSQ, +MSI @,

Z, =
(i sé—l—wz (3.02.01)

Como ha dois valores para s, a equagio (3.02.01) se desdobra em duas:

F, s, cos@, +msin@,

v(0)+s5,x(0)=— — (3.02.02)
m ST+
€
F, s_cos@, +msin
v(0)+ s x(0) = 0 =R TOMMDy 5 55 3)
m ST o

Para encontrar a posi¢ao inicial, basta subtrair as duas igualdades membro a membro. A velocidade inicial é
cancelada e resulta que:

F, S, COSQ, +OSINP, 5 COSQ, +@SInQ,

x(0) = (3.02.04)

m(s, —s_) st o’ s*+ o
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Para encontrar a velocidade inicial, multiplicamos a equagio (3.02.02) por s , multiplicamos a equacio

(3.02.03) por s, e subtraimos as equagdes resultantes, membro a membro. Os termos proporcionais a X, se

cancelam e encontramos que:

v(0) =

F, 5.5, COS(Q, +5,0SINQ, 5.5 COSP,+5 ®SInQ,
s+ sl+

] (3.02.05)

m(s, —s_)

Exercicio Resolvido 3.3

Para que frequéncia é maxima a amplitude do movimento descrito pela equagio:

E) mei(@”%—eo)

m\/(m2 -, )2 +(yo)’

x(t) =

Resolucao:

A amplitude x ¢ o fator que multiplica a fun¢io cosseno no lado direito da igualdade. Para maximiza-la,

precisamos minimizar o radicando no denominador, ou seja, minimizar a funcio:
2
2 2)\2 2 2
r(w)=(oo0—oo ) Yo' (3.03.1)

A funcdo passa por um minimo quando sua derivada ¢ nula, isto €, quando:
dr
do

Podemos ver, assim, que dr/d® = 0 quando ® =0 ou quando:

= 4((02 -, )co+ 2Y’0=0 (3.03.2)

2
©=|o _Y? (3.03.3)

Para saber se o zero da derivada ¢ um maximo ou um minimo da fun¢io, precisamos calcular a segunda
derivada. Da equacgio (3.03.2), podemos ver que:

- = 4(032 ~ o, )m+ 2v’0=0 (3.03.4)

No ponto ® = 0, a derivada segunda é negativa para ®; >y’ /2. Assim, quando a equacio (3.03.3) tem
solu¢io real positiva, fun¢io r(®) = 0 passa por um maximo em ® = 0. Na mesma condi¢io, a segunda derivada
¢ positiva quando o satisfaz a equacio (3.03.3), o que quer dizer que #(®) é minima, e a amplitude é maxima.

A maxima amplitude é:

o By 1
e e XA
Wy ———

4

Na frequéncia ® = ®, a amplitude ¢ Fj / (my®, ), menor do que o lado direito da equagio (3.03.5).
Ja quando w; <y*/2,a amplitude é mixima em ® = 0, e vale F /(mcog).
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Exercicio Resolvido 3.4

Um oscilador é constituido por uma massa m = 1kg presa a uma mola de constante k = 100 N/m e sujeita
a atrito viscoso com coeficiente b = 1 kg/m. Ele esta sujeito a uma for¢a externa F(f) = cos (®f) N. Encontre as
poténcias dissipadas nas frequéncias ® = 1rad/s, 10rad/s e 100rad/s.

Resolucao:

Dos dados, extraimos os seguintes parametros:

W, = \/E =10rad /s (3.04.1)
m

=l o4
m

2
Ly Y _sxi00w (3:049)

2mw;

T 01 (3.04.4)
®,
Quando ® = lrad/s, a razio ®/®, vale 0,1. Substituido esse valor no denominador da segunda fragao a

direita na equagio:
2

— FE
Pw)=—— 2 yz 2
2m, o o) (v
O o, o,

P(lrad / s) =51x10"W  (3.04.5)

encontramos que:

Quando @ = 10rad/s, a razio o/ ®, vale 1. Da equagio:
Fy Y

2mao, &_ﬂ:lz
RO ®,

P(10rad / s)=0,5W  (3.04.6)

P(w)=

encontramos entao que:

Finalmente, quando @ = 1007ad/s, a razio ®/ o, vale 10, e a equacio:
2

l_)((,l)) — Fz) Y

2mo, &_22+l2
® o, ®,

mostra que a poténcia é igual a encontrada na equagio (3.04.5):

P(100rad / s)=5,1x10"W  (3.04.7)
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A poténcia média na frequéncia 107ad/s é quase 10 mil vezes maior do que nas duas outras frequéncias.
Isso porque, como ®, = 10rad/s, a frequéncia na equagio (3.04.06) esta ressonancia, o assunto da proxima
secao.

Exercicio Resolvido 3.5

Calcule o fator de qualidade do oscilador do exercicio 3.4.
Resolucao:

Da equacio (3.04.4), podemos ver que:

0=20-10 (3.05.1)
Y

Embora relativamente modesto, esse fator de qualidade é responsavel pela enorme magnifica¢io da poténcia
média encontrada no exercicio 3.4.

Exercicio Resolvido 3.6

Compare a forca externa na ressonancia com a forga de atrito.
Resolucao:

A forga de atrito é I, = —bv. A velocidade é dada pela equagio:

dx F, ®
vt =—=--2 — - sen(w?+ ¢, —0,)
dt - m J(of - o) + (o)

Temos entio que:

F(ny="t5 ©

m J(o; - o) +(yo)?

Na ressonancia, com ® = @, o primeiro dentro da raiz quadrada a direita se anula, e resulta que:

sen(w/+ ¢, —6,)  (3.06.1)

bF,
F (t)=—Lsen(ot+¢,—0,) (3.06.2)
my
Lembramo-nos agora de que y = b/m e de que, na ressonancia, 0, = 1t/2. Resulta que:
F (t)=—-Fcos(ot+¢,) (3.06.3)

que é o negativo da for¢a externa, dada pela equagio:
F(t)=F,cos(ot+@,)

A forga de atrito, portanto, neutraliza a forga externa.
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Exercicio Resolvido 3.7

Um oscilador tem massa m = 2 kg, presa a uma mola de constante k = 128 N/m e sujeita atrito viscoso com
constante b = 8kg/s. No Sistema Internacional, o oscilador estd sujeito a uma for¢ca F' = 100 cos(w?), com
frequéncia ® = 1000 rad/s. Mostre que, dentro de boa aproximacio, o movimento equivale ao da mesma massa
m sujeita 2 mesma forca externa.

Resolucao:

Se a massa m estivesse sujeita apenas a for¢a externa — sem mola e sem atrito —, 0 seu movimento seria
descrito pela Segunda Let:
d’x
100cos(cot):2—d2 (3.07.1)
t

A equacgio (3.07.1) pode ser facilmente resolvida. Sabemos que a segunda derivada da fun¢io cosseno € o
negativo do proprio cosseno. Assim, procuramos uma solu¢io na forma:

x(t) = x, cos(wr)  (3.07.2)

onde x, ¢ uma constante a determinar. Substituida essa expressio no lado direito da equagio (3.07.1), encon-
tramos o resultado:

x, ==5x10"m  (3.07.3)
o que faz a equacdo (3.07.2) tomar a forma:
x(t) =—5x107 cos(wt)  (3.07.4)

Precisamos agora comparar com a equa¢io (3.36). Para isso calculamos as constantes no lado direito daquela
igualdade. Do enunciado, temos imediatamente que

600:\/7:8rad/s (3.07.5)

’Y:

3 | =

=4s" (3.07.6)

I |

F,=100N  (3.07.7)

0, =0 (3.07.8)

A frequéncia @, e a constante de amortecimento Y sdo
muito menores do que a frequéncia ®. A Fig. 4(b) mostra
que, nessas condi¢des, o angulo 0, é praticamente igual a
nrad. Substituimos esses valores no lado direito da equacio

(3.36) e encontramos que:

x(t) = =5.0003x107° cos(w?)

(3.07.9)

no Sistema Internacional.
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A semelhanca entre as equagdes (3.07.4) e (3.07.9) mostra que, para altas frequéncias, tudo se passa como se
nio existissem mola ou atrito viscoso. A forca externa trabalha quase que exclusivamente para vencer a inércia

da massa.

Exercicio Resolvido 3.8
O oscilador do exercicio 3.7 esta agora sujeito a forca F =100cos(®'t), no Sistema Internacional, onde
® =8rad/s. Mostre que o seu movimento equivale ao de um corpo sem inércia sujeito apenas ao atrito

V1SCOSO.
Resolucao:

Se a massa m ndo tivesse inércia e estivesse apenas sujeita ao atrito viscoso, seu movimento seria descrito
pela equagio:

F()=bv(t) (3.08.1)

isto é,

& 3082)
t

100cos(8¢) =8
81) ”

Para encontrar a posi¢io em fun¢io do tempo, devemos apenas integrar os dois lados da equacio (3.08.2)
em relacio ao tempo. Isso feito, vemos que:

x(t)=1.5625sen(8¢)+c  (3.08.3)

onde ¢ é uma constante que pode ser desconsiderada porque queremos que a massa oscile em torno da origem.
Assim, a equagio (3.08.3) pode ser escrita na forma:

x(t)=1.5625sen(8¢) (3.08.4)

No entanto, o oscilador tem inércia e esta sujeito a uma terceira forga: a da mola. A analise mais rigorosa
conduz, como ja vimos, & equagdo (3.36) com as constantes ®, Y, F, e m encontradas no exercicio 3.7. Como
o' =8 = ®,, estamos na ressonancia. O angulo O ¢é, portanto, /2rad, e a equagio:

5

m\/(oa2 —w; )2 +(yo)’

mei(mtﬂpo—eo)

x(t)=

assume a forma:

F,
—sen(w't)
myo

x(t) =

e a substituicdo dos valores encontrados no exercicio 3.7 conduz a resultado idéntico a equacio (3.08.4). Na
ressonancia, a forca da mola é exatamente suficiente para neutralizar a inércia da massa, e a for¢a externa precisa
apenas neutralizar o atrito viscoso —a mesma conclusio a que chegamos no exercicio 3.6. Na ressonancia, tudo
se passa como se Aristoteles tivesse tomado o lugar de Newton. Em lugar de a for¢a externa ser proporcional
A aceleracio, a forca externa é proporcional A velocidade. E como argumentava a filosofia grega.
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