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1: Introducao

Formalmente o problema do movimento em uma dimensao pode ser colocado
como a busca da solucdo da equacao de Newton em uma s6 dimensao para
forcas que dependem da posigcéo x, da velocidade v (forcas que a particula
experimenta ao se mover num meio viscoso, por exemplo) e explicitamento do
tempo. A lei de Newton se escreve no caso geral

2
f(x,v,t)=m dv(t) =m d ;( .
dt dt

Buscar uma solucao da equacdo de Newton significa buscar uma solucéo para
X(t) que satisfaca a equacao acima e as condi¢des iniciais

X(t)=% e Vv(t)=V,

2: Forca dependente apenas do tempo

Se a forca s6 depender do tempo, F =F (t) a resolucdo é bastante simples,
pois a equacgao
dv(t d?x
®_.

f(xv,t)= =
(xvt)=m dt dt?

agora se escreve

ou, analogamente,

1
dv=—F(t)dt
Vm()

e integrando-se ambos o0s termos obtemos

1t
v(t)—vO:E toF(t )t
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Lembrando a definicdo de velocidade a equag&o acima se escreve
onde agora

Observe-se que a equagao assume a forma
dx =v,dt + h(t)dt

integrando agora o lado esquerdo e o lado direito, obtém-se a solucao
t
X(t) =X, = Vot —t0)+jto F(t")dt".

Substituindo-se  h(t) dado em h('[)z%jtt F(t')dt’ obtemos a solugéo

bastante geral para forcas dependentes apenas do tempo

X(8) =X +Vo(t=t,) + [ dt"[] dtF ().

3: Exemplos

Forca constante - movimento uniformemente variado

Ao longo do curso colegial o aluno se depara com varios exemplos nos quais a
forca que age sobre um corpo € constante. Nesse caso 0 movimento se dara
ao longo dessa forca (supondo que a velocidade inicial esteja na direcdo da
forca). Admitindo que essa direcdo seja 0 eixo x e chamando de F a
componente da forca teremos, para a aceleracao (constante),

F
a =— =constante .
m

O caso de uma forca constante é um caso particular de forca que depende

1 et
apenas do tempo. Substituindo F = constante em v(t) -V, =—L F(t')dt' e
m-eb

1

L dt'F(t'), teremos
m

X(t) =X, +Vy(t—t)+ ),

t
dt n
ty
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v(t):v0+%(t—to):v0+a(t—t0)
F (t—to)z _

x(t) =X +v0(t—t0)+%
= X, +v0(t—t0)+%(t—t0)2

que sdo as equacbes do movimento retilineo uniformemente variado.

Um caso especial € o do movimento vertical sob a acdo da gravidade. Nesse
caso teremos

a=—=0=98m/s’,
m
V=V, +g(t-t)

x:x0+v0+%(t—to)2

Forca oscilante

Outro exemplo simples € aquele de
uma particula de massa m e carga q y

que esta sujeita a um campo elétrico N SOTPCIMAED o o o o o o . 7

oscilante, por exemplo, um elétron p
sujeito ao campo elétrico de < . ; .

L3 [] LI
uma onda eletromagnética. < L/)/d X

Tomando o eixo x na direcdo do -
campo elétrico, temos: z

F(t)=qE(t) =qE,cos(at),

onde Ep d4 uma medida da intensidade da onda eletromagnéticae @ é sua
frequéncia angular.
1 t 1 1 .
De V(t) =V, = —It F (t )dt vé-se que a velocidade da particula como funcao
m-<b

do tempo sera dada pela expressao

v(t)=v, + mia) E,sen(o(t—t,)),
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Se tomarmos t, =0, a posicdo da particula como fungdo do tempo sera,
1

de X(t) =X, +V,(t—t))+ ~

t t"
Lodt AUR(L),

X(t) =X, +mia)2E° +V,t —miszO cos(at).

Consideremos o0 caso do movimento unidimensional no qual a forca depende
apenas da velocidade,

F=F(v).
Nesse caso a equacdo de Newton se escreve

dv
= =F
m " (V)

ou, analogamente,

Integrando essa expressao obtemos

J‘V dv' 1 tdt' t_to_
wF(v) mo m

A integral do primeiro membro € dada por ¢(V)—¢(VO), onde ¢ é uma

i o 1 «
primitiva (antiderivada) de E Temos entdo:

Para determinarmos v basta encontrarmos a funcao inversa de ¢

v:¢1(¢(vo)+t;nt0j.

A partir dessa expressdo podemos obter, pelo menos implicitamente a

velocidade V = V(t). A posicao sera determinada pela expressao:

t

X(t)— X, :Lov(t'):dt'.
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Um exemplo simples é aquele no qual a forca
depende linearmente da velocidade. No caso

de um barco em movimento num lago, a forca &1

de resisténcia ao movimento do barco, devido a u
agua, pode ser aproximada por uma
expressdo. Escrevemos pois

onde b € uma constante positiva.

Observe-se que o sinal (-) vem do fato de que essa forca € sempre contraria ao

_ v odv' i
movimento. Dej —=—| dt'= segue
Yo F(V) mJt m
_lpavi -t
bow v m
Nesse caso
¢(v)=—llnv.
b
t—t,
portanto de ¢(V)—¢(VO)= segue que
m
b

v
Inv—Inv, = Ing:—a(t—to)

e invertendo o logaritmo vem

b
V=vee "(t-t,).

A solucéo para a posicao é obtida integrando-se a equacéo acima, isto é:

b
X=XO+%£1—G m(tto)j_
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5: Forcas dependentes apenas da posicao

Nesse caso procuramos uma solucéo da equacéo

d*x
mF: F(X)

Nem sempre € possivel encontrar solu¢cdes explicitas para essa equacao
diferencial de segunda ordem. A solucdo é possivel, no entanto, para alguns

casos simples. A determinacdo de X(t) fica simplificada, em geral, ao

analisarmos a conservacao de energia. Isso sera feito posteriormente.

6: O oscilador harmodnico simples

O movimento harménico simples é definido como aquele no qual a forca que
atua sobre a particula tem a forma

F(x)=—kx.
dv(t 2
A lei de Newton f (X,V,t): m ( ) = md ;( entdo se
dt dt
escreve, nesse caso
2
md—;( =—kx.
dt

ou seja, a forca € proporcional ao deslocamento, mas
na direcao contraria do mesmo.

Um exemplo simples desse tipo de forga ocorre no caso em que procuramos
deformar uma substéancia elastica. Enquanto a deformacdo n&o for muito
grande a forca é proporcional ao deslocamento (ou a deformacdo imposta),
mas atua sempre no sentido contrario ao dele. E uma tendéncia ou reacéo
natural, no sentido de buscar a restauracdo da forma original. Por isso k é
sempre referido como a constante elastica.

Podemos encontrar uma solucdo da equacgéo acima pelo método da tentativa e
erro. Sabemos que a funcao cost é tal que
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icost =—sent
dt

d?cost
dt?
Portanto a expressdo acima nos sugere buscar uma solugao

2
X
para mF =—kx da forma

=—cCost

x(t)=Acos(at +6,) .

2

X
Substituindo em mF =—kx constataremos que, de
fato x(t) = Acos(at +6,) é uma solugéo se
K
w=,—".
m

A solucédo encontrada demonstra que o valor maximo do deslocamento (Xm) é

X =A.

m

A é, portanto a amplitude do movimento. A constante 6, é uma fase, por
enguanto, arbitraria.

Note-se que o movimento nesse caso é periodico. O periodo é determinado a
partir da condicéo:

x(t=T)=x(t).
De X(t)=Acos(at +6,) segue que
ol =2r

. L 2
Portanto, o periodo do movimento harmonico simples é T = =2r

fada m
) k

A frequéncia, sendo o inverso do periodo sera dada por

la)_ki

f=—=—=[|— .
T 27 m 2z

As constantes A & @, podem ser determinadas a partir das condi¢des iniciais.
Isto é, a partir da posicéo e da velocidade iniciais
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x(0)=x, ev(0) =V,
Notemos primeiramente que a velocidade da particula no movimento
harmdnico simples sera dada por
_dx

v(t)= P —Awsen(wt +6,) .

x(t)

Portanto, a velocidade maxima (ou minima) da particula sera dada pelo produto
da amplitude pela frequéncia angular:

Wi = EAW
A velocidade méaxima (ou minima) ocorre nos pontos onde x = 0.
o dx
A aceleracgo ser4, de V(t)= pry =—Awsen(at +6,)

a(t)= % =—Aw’ cos(at +6,).

dv / k
Como esperado, obtemos de a(t) = Py =—-Aw’ COS(a)t + (90) e w=,|— que
m
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Estamos agora em condicdes de determinar a amplitude e a fase em funcéo de
Vo €X%,. De X(t)=Acos(awt +6,) segue que

X, = AC0s b, .
De V(t)= % =—Awsen(wt + 6, ) segue que
dt °

Vv, = —Awsend, .

Portanto, a amplitude pode ser determinada, por exemplo, a partir das
condigdes iniciais. De X, = AC0s6, e V, = —Awsend, segue que

v
6, = arctan [——0] :
Xo@

7: O oscilador harmobénico amortecido

Outro problema de interesse em fisica € aguele no qual uma particula capaz de
executar um movimento harmoénico simples fica inserida num meio viscoso.
Nesse meio surge uma forca que tende a amortecer as oscilagdes. Imaginando
uma for¢a no meio proporcional a velocidade, escrevemos

f, :—bv:—b%.
dt

Nessas circunstancias a equacédo do oscilador amortecido é:

2
md—;(+b%+kx=0.
dt dt

A técnica para resolver equagfes diferenciais lineares como a equacédo anterior
€ procurar uma solugéo de forma

X (t)=Ae".

Claramente uma tal solucéo € uma funcéo a valores complexos. As solucdes
fisicamente aceitaveis séo a parte real ou imaginaria de X (t) Isto €

x(t)=ReX(t).
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ou
x(t)=ImX(t).
Na realidade, tomamos uma superposicao das duas.
. o d’x  dx
Substituindo-se X (t) = Ae"" em mF + ba + kx =0 encontramos

m(-®)+biw+k=0
cujas solucoes sao

,_iby-b? +4mk

2m

Temos assim, trés casos distintos, em funcdo dos valores relativos de
b e 4mk:

a) b®>4mk (oscilador superamortecido). A solugdo mais geral sera

_btfy p_dmk
2m p2

bt [1+ [ 4mk

x(t)=Ae am _bz] + Be

b) b? = 4mk (oscilador criticamente amortecido). A solucéo sera da forma
_bt
X(t)=(A+B't)e 2.
C) b® < 4mk (oscilador sub-amortecido). A solucao geral sera da forma

bt bt

x(t)=Ce 2" cosw't + De “"sene't.

onde

8: O oscilador harmonico forcado

Consideremos um oscilador harmoénico simples sujeito a uma forca externa
periodica da forma

F

ext

(t)=F,cos(a,t+5).

A equacéo do oscilador agora €
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d?x , dx

—+b—+kx=0.

dt dt

A solucéo geral da equacao ndo homogénea anterior € dada pela solucao geral
da equacdo homogénea associada

2
d—Z(+b%+kxx =0
dt dt

m

m

. . _ d?x , dx o
mais uma soluc&o particular de mF +b— +kx=0, isto &,

dt
x(t)=x,(t)+x,(t).

A solugdo X, (t) foi determinada no item anterior. Para determinar X (t),

consideramos a equacao auxiliar complexa

2 .
md—;( L F el
dt dt

Se X, (t) € uma solucao particular dessa equacéao, entao

X (t) ~X gei(met+5)

p

d?x , dx
€ uma solucdo particular de mF+bE+ kx =0. Procuramos uma soluc&o
d’x , dx i ots
particular de mF+bE +kx = Foe'( **) ha forma

Xo(-maf +ibo, +k)=F,

onde X, é uma  constante a  determinar. Substituindo

2 A
em md—;( b k= Fe“***) obtemos
dt dt

X, (-mas? +ibw, +k)=F,,

e, portanto,

=
Xo= (—ma)e2 + ;)ba)e + k) '




