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1. Grandezas vetoriais e grandezas escalares

A Fisica lida com um amplo conjunto

de grandezas. Dentro dessa gama
enorme de grandezas existem

algumas, cuja caracterizacao completa

requer tdo somente um ndmero

seguido de uma unidade de medida.

Tais grandezas sdo chamadas

grandezas escalares. Exemplos dessas

grandezas sdo a massa e
a temperatura.

Uma vez especificado que a massa é

1kg ou a temperatura é 32°C, ndo
precisamos de mais nada para
caracteriza-las.

Outras grandezas h& que requerem trés
atributos para a sua completa especificacao
como, por exemplo, a posicdo de um objeto.
N&o basta dizer que o objeto esta a 200
metros. Se vocé disser que estd a 200
metros existem muitas possiveis
localizagbes desse objeto (para cima, para
baixo, para os lados, por exemplo). Dizer
gue um objeto esta a 200 metros é

7

necessario, poréem nao € suficiente. A
distancia (200 metros) € o0 que
denominamos, em Fisica, modulo da

grandeza. Para localizar o objeto, € preciso

. especificar também a direcéo e

o sentido em que ele se encontra. Isto €,
para encontrar alguém a 200 metros,
precisamos abrir os dois bragos indicando a
direcdo e depois fechar um deles
especificando Gil Marques o sentido. Na
vida cotidiana, fazemos o0s dois passos ao
mesmo tempo, economizando abrir os dois
bracos.
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Resumindo:

Uma grandeza vetorial € tal que sua caracterizacao
completa requer um conjunto de trés atributos: o
maodulo, a direcdo e o sentido.

Direcédo: é aquilo que existe de comum
num feixe de retas paralelas.
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Portanto, para cada direcao existem dois sentidos.

Além da posicao, a velocidade, a aceleracao e a for¢ca sao, por exemplo,
grandezas vetoriais relevantes na Mecanica.

2: Vetores

Lidar com grandezas escalares é muito facil. Fazer adigcdo de duas grandezas
escalares é simples. Por exemplo, 3kg acrescidos de 2kg da 5kg.

Trabalhar com grandezas vetoriais ja ndo é tdo simples. Considere o caso da
adicao de duas grandezas vetoriais. Como é possivel adicionar grandezas que,
além dos respectivos médulos, tém direcdes e sentidos diferentes? Ou ainda
efetuar  subtracbes e  multiplicacbes de  grandezas  vetoriais?

Somar grandezas vetoriais, bem como realizar as demais operacgbes, €&
fundamental em Fisica. Se aplicarmos duas forgcas a um corpo, qual sera o
resultado da adicdo dessas duas forcas? Certamente, ndo podemos
simplesmente somar os médulos.
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A melhor forma de se lidar com grandezas vetoriais é introduzir um ente
conhecido como vetor. O vetor representa, para efeito de se determinar o
maodulo, a direcdo e o] sentido, da grandeza fisica.

Utilizando-se a representacao atraves de vetores poderemos definir a soma, a
subtracdo e as multiplicacdes de grandezas vetoriais.

Ao longo do texto vamos estabelecer a distingdo entre grandezas vetoriais e
escalares, colocando uma flechinha sobre as primeiras:

a = vetor aceleracao,
V = vetor velocidade,
I = vetor posicao,

F = vetor forca.

REPRESENTACAO GRAFICA DE VETORES

Um vetor ¥ é representado
graficamente através de um segmento
orientado (uma flecha). A vantagem
dessa representacdo € que ela permite
especificar adirecdo (e esta €& dada
pela reta que contém a flecha) e =
o sentido (especificado pela farpa da V
flecha). Além disso, o seu modulo

(indicado com v ou |\7|) sera

especificado pelo "tamanho" da flecha, a partir de alguma convengéao para a
escala.

3: Operacao com vetores

A representacdo grafica apresentada acima permite-nos executar uma série de
operagcbes com vetores (soma, subtracdo etc.). Podemos agora dizer, por
exemplo, quando dois vetores sdo iguais. Eles sdo chamados de idénticos se
tiverem o mesmo modulo, a mesma diregdo e 0 mesmo sentido.

A sequir, vao as definicdes das operacodes.

Multiplicacdo por um escalar (por um numero) Podemos multiplicar um
vetor V. por um nimero ¢« . Dessa operacgéo resulta um novo vetor:
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R=aV ,
com as seguintes caracteristicas:
a) O modulo do novo vetor € o que resulta da multiplicacéo do valor absoluto
de = pelo médulo de V.
b) A direcdo do novo vetor é a mesma de V.

c) O sentido de R € o mesmo de V se « for positivo e oposto ao de V
se <0,

Soma de vetores

Sejam V, e V, dois vetores. A soma desses vetores é um terceiro vetor,
0 vetor resultante:

—

V=V +V, .

Para determinarmos o modulo, a direcdo e o sentido desse vetor resultante,
utilizamos a regra do paralelogramo.

Primeiramente, desenhamos o paralelogramo definido a partir dos
vetores V, e V,.

a) Mdédulo do vetor resultante:
E dado pelo comprimento da diagonal indicada na figura. Portanto,
2 2 2
Ve =V, +V; +2V,\V,C0Sy ,
onde y € o angulo entre os dois vetores.
b) Direcao:
Aquela da reta que contém a diagonal.

c) Sentido:

A partir do vértice formado pelos dois vetores.
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Portanto o vetor resultante é obtido desenhando-se uma das figuras abaixo:

—
ou \' 7

Subtracéo de vetores

Consideremos os vetores V, € V,. A subtracio de vetores

— —

V=V, -V,,

resulta em um terceiro vetor (chamado resultante), cujas propriedades séo
inferidas a partir da soma dos vetores V, € (—\72) :

O vetor tem modulo e diregdo iguais ao do vetor V, mas tem o sentido oposto.

Reduzimos o problema da subtracédo de dois vetores ao problema da soma
de V, e V,.

4- Representacao analitica de um vetor

Além da representacdo geométrica (ou gréafica) utilizada anteriormente,
podemos fazer uso de uma outra representacdo, conhecida como
representacao analitica do vetor.
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Na representacdo analitica também utilizamos um conjunto de trés atributos
de um vetor (esses atributos sdo conhecidos como componentes do vetor).
Para a definicdo de componentes, a melhor alternativa - e a mais facil - €
usar um sistema de eixos cartesianos.

Componentes de um vetor

Dado um sistema de eixos cartesianos (composto de um conjunto de trés
eixos ortogonais), podemos definir as componentes de um vetor nesse
sistema de eixos tomando-se as projecbes do vetor nesses eixos.

Vamos tomar, por uma questao de simplicidade, um sistema com dois eixos
ortogonais (x e y). Esses dois eixos estdo contidos num plano.

Consideremos um vetor V nesse
plano. A componente x do

vetor V (designada por Vv,) é

dada pela projecdo do vetor V
no eixo x. Para determinarmos a
projecdo do vetor ao longo de
gualquer eixo, consideramos as
extremidades do vetor e por elas
tracamos linhas perpendiculares
ao eixo até encontra-lo.
Tomamos entdo a distancia entre
as interse¢cdes como a projecao
se a flecha estiver na mesma
direcdo do eixo (isto é, se o
angulo entre o vetor e o sentido
positivo do eixo for um angulo
agudo). Caso contrario, a
projecdo serd essa distancia,
mas com sinal negativo.

A projecéao, portanto, tem que levar em conta a orientagao do vetor em
relacéo ao eixo. A projecao fica melhor definida, matematicamente, em
termos do angulo @ (entre o vetor V e o eixo x). Podemos escrever:

vV, =Vvcosd ,
onde v é o médulo do vetor.

Analogamente, a componente y € a projecdo do vetor V ao longo do eixo y.
A expressao para v, é, em termos de O

v, =Vsend .
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Operacdo com vetores usando componentes

O uso das componentes de um vetor facilita especialmente na adicéo e
subtracao de vetores. Por exemplo, na soma de vetores,

V=V +V,,

o0 vetor resultante (\7) € tal que suas componentes sao dadas pela soma

das componentes de V, € V,. Isto &,

Vx :le +V2Xv
vy =V, +V,,
No caso da subtragéo,
V=i, -V,

o vetor resultante (\7) tem suas componentes dadas pela subtracdo das

componentes
Vx = le - V2x ,
Vy =V1y —sz_

5- Extensao para muitos vetores

A extensao das regras de adicdo para muitos vetores é muito simples. Se
tivermos, por exemplo, 4 vetores V,,V,,V,,V,, 0 vetor resultante:

V=V, +V, +V,+V, ,

s . . ~ —
sera obtido utilizando-se a representacéo Vs,

2 g . P s
grafica pelo lado do poligono que é Vs
necessario para fecha-lo, uma vez
colocados o0s vetores V,..V,, um vetor Vz
dep0|s.do outro, comegando sempre pela -
extremidade da flecha (Regra do Poligono). Vv

. ~ —
Utilizando-se a representacdo em termos de Vi

componentes, escrevemos para as
componentes do vetor resultante:
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V, =V, +V,,

V, =V, +..V,

X ?

isto é, as componentes do vetor resultante sdo as somas das componentes
respectivas dos vetores que estdo sendo somados.

6- Produtos de vetores

Podemos introduzir dois tipos de produtos entre vetores.

O primeiro produto € conhecido como produto escalar de dois vetores. Esse
nome decorre do fato de o resultado desse produto ser uma grandeza escalar.

O segundo € o produto vetorial. Neste caso, o resultado do produto € um
outro vetor.

Produto escalar de dois vetores

Sejam dois vetores V, e V,. O V-
produto escalar dos

vetores V, e V,, que

representamos por V,.V, é definido

como sendo dado pelo produto

dos modulos de cada um dos Y
vetores multiplicado pelo coseno

do angulo y formado pelos dois

vetores:
V,.V, =V,.v,COSy .
Uma outra definicdo, inteiramente

equivalente, € em termos das
componentes dos vetores:

ViV, =V VoV, Ny + VY,

Produtos vetorial de dois vetores

Consideremos dois vetores V, € V,. O produto vetorial de dois vetores,

representado por V, xV, , € um vetor V indicado com
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—

V=V, xV,,
cujas caracteristicas sao:

a) Direc&o - do eixo perpendicular ao plano formado pelos vetores V, e V, .

b) Sentido - para determinar o sentido, use sua mao direita (essa regra é
conhecida como regra da mao direita). Com os dedos da méo procure levar o

vetor V, para o vetorV,. O sentido sera dado pelo polegar da méo direita.

A

c) Mdédulo - O moédulo de v é dado pela expressao
V=V.v,seny ,

ou seja, 0 modulo de V é dado pelo produto dos médulos vezes o seno do
angulo entre os dois vetores.

7- Modulo de um vetor

O mddulo de um vetor pode
também ser definido como a raiz
guadrada do produto escalar do
vetor consigo mesmo, isto €,

V=4/V.V . ‘
o . X Y
Essa expressdo permite escrever "y
o0 mdédulo do vetor em termos das ,
T 7
suas componentes. Obtemos,

e e S o e 4
2 2 2
V=V ViV -
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8-O vetor posicéao

Para representarmos
adequadamente as
grandezas vetoriais s
utilizando o sistema de
eixos cartesianos,
fazemos uso de um
conjunto de vetores de
"tamanho” igual a 1
(modulo igual a 1). Esses

=l

versores, assim chamados T
por terem médulo unitario, 7
sdo representados na 7
figura. x*

Esses versores basicos sao definidos assim:

T =vetor demédulo unitario na direcdo do eixo x e sentido a partir da origem

| =wetor demodulo unitario na direcéo do eixo vy & sentido a partir da origem

k = vetor de modulo unitario na direg&o do eixo z e sentido a partir da origem

O vetor de posicdo I’ pode entdo ser representado a partir das suas

componentes e dos versores I, J,K como

F=Xi +yj+2zK .
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=1

O- Reescrevendo vetores em coordenadas cartesianas

Como fizemos para o vetor posicdo podemos agora representar qualquer
vetor em coordenadas cartesianas a partir das suas componentes X, y e Z.
Um vetor genérico qualquer V sera escrito como

—

V=Vi+Vv j+vk .

dl

Tendo em vista as propriedades de ortogonalidade dos versores i, J,k

vemos que as componentes de qualquer vetor sdo dadas pelos produtos
escalares

x

< <
<
Il I

<
I
<
=

Ainda utilizando os versores 1, ], IZ, podemos definir o produto vetorial de

dois vetores, formalmente, como o determinante da matriz constituida pelos
versores e pelas componentes dos vetores. Isto €,
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—

i ] Kk
AxB=det| A A A |=
B, B, B,

~T(AB,-AB,)+(AB,-AB,)+K(AB,~AB,)
Portanto, as componentes do vetor (Ax I§) sdo:
( x )XszBZ—AZBy
( X )y:Asz_A<Bz
(AxB) =AB,-AB,

p>
| |

p>

10-Propriedades gerais

A partir das definicbes anteriores, podemos verificar as propriedades gerais

gue se seguem. Se A,g e C sdo vetores, valem as propriedades de
comutatividade e associatividade,

A+B=B+A,
(A+ I§)+C:A+(I§+C) .

Valem também as seguintes propriedades distributivas no caso da
multiplicacéo por escalares c e d:

C(A+ I§) =cA+cB ,
(c+d)A=cA+dA.
Para o produto escalar de dois vetores valem as propriedades:

(CA) B= A(cé) = C(AB) ,
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Para os versores I, |,K valem as regras

—| -
X X
VOR
Il Il
- X

~
X
-
Il
—

As seguintes identidades sdo muito Gteis

A(BxC)=(AxB)C ,
A(BxC)=B(AxC)-C(AxB) .

Finalmente, lembramos que se definirmos o simbolo totalmente anti-
simétrico de Levi-Civita, ¢&,,,, como sendo dado por

0, se quaisquer dois dos indices sédo iguais,
Eimn = +1, se (Imn) é uma permutacéo par de (123),

-1, se (Imn) é uma permutacao impar (123),

entdo, as componentes do produto vetorial

V=V, xV,
podem ser escritas na forma
VI = glm nvlmVZn

onde esta implicita a soma sobre os indices repetidos.

11-Diferenciacao de vetores

Se as componentes de um vetor sdo funcées de um parametro t,

A=A)A=A () eA=A(t),
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a derivada do vetor A com respeito at é definida por

dt dt at dt dt dt
Para a diferenciacédo valem as seguintes propriedades:
9 (A+E)-L, B
dt dt dt
d —(1A)= dt i r9A
dt dt dt

onde f € uma funcéo escalar.
Para os produtos escalar e vetorial valem as propriedades

2 (AB)- (dAJB -}
dt dt dt

4 (a8)- (dA]é A(dB]
dt dt dt



