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1: Distancia

Nesse capitulo vamos abordar uma questdo a respeito do espaco fisico que
passou a ser relevante depois de trabalhos pioneiros de Einstein ao propor
a teoria geral da relatividade. Nessa teoria a matéria teria o efeito de curvar o
espaco fisico. Para entendermos o que é um espaco curvo devemos comecar
definindo o conceito de distancias. S6 podemos entender alguns conceitos de
geometria do espacgo depois dessa definicdo. Ou seja, a geometria do espaco
tem como fundamento basico o conceito de distancia entre dois pontos.

Dado um espaco euclidiano x, podemos definir uma funcgéo real d - conhecida
como distancia - tal que, para os pontos a, b, c,x, valem as propriedades:

1)d(a,b)>0 e d(a,a)=0,
2)d (a,b) —d (b, a) (simetria),
desigualdade triangular,
3)d(a,c)<d(a,b)+d(b,c)
seazb .
4)d(a,b)>0
Um espaco é dito euclidiano se a distancia entre dois pontos de coordenadas
a=(a,a,a) e b=(b,b,,b,)
é dada por

d(ab)=y(a ) +(a,~b,) +(a,-b,)
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2: O tensor meétrico e a curvatura do espaco

Imaginemos dois pontos no espaco tridimensional tal que suas coordenadas
(aqui utilizamos coordenadas generalizadas) sejam

P < (9,0,.0,)
P, <> (0, +da,, 0, +da,,q, +da,)

onde dq,;,dq,,dg, sdo quantidades infinitesimais. Ou seja, os pontos estdo
muito proximos.

Definimos a ds distancia entre dois pontos muito préximos (que diferem por
quantidades infinitesimais dQ;, das coordenadas generalizadas) por

3
ds* = qui'dgij'dqj

i,j=1

onde g; € o tensor metrico.

Se pudermos encontrar transformagdes

0, =q1(x, y,z),
q, :qz(X1 y,z),
s =q3(X, y,z),

tais que

ds® = dx® + dy” + dz?,

dizemos que o espaco € plano. De outra forma dizemos que o0 espaco é curvo.

3: Comprimento - espaco Euclidiano

Dois pontos localizados sobre um corpo formam o que definimos em Fisica
como um ‘intervalo espacial’. Se o0s pontos do espaco podem ser

caracterizados por coordenadas X, X,,X;, de tal forma que as diferencas das

coordenadas AX;,AX,,AX, dos dois extremos do intervalo espacial fornecem,

para qualquer orientagcdo do intervalo, o mesmo valor para a soma dos
guadrados

AS® = AXC + A + AXC
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dizemos que o0 espaco € euclidiano e as coordenadas sao cartesianas.
Chamamos a grandeza AS de comprimento do intervalo:

AS = comprimento

4: Geometria do espaco

A geometria do espac¢o tem como fundamento basico o conceito de distancia.

Admitimos que o0 espaco € euclidiano, isto €, nesse espaco sdo validos os
teoremas da geometria euclidiana. Isto quer dizer que o comprimento de um

intervalo é dado por As® = AX? + AX; + AXZ .

Dizer que nesse espaco valem os principios da geometria euclidiana significa
valer regras tais como:

a) A soma dos angulos de um triangulo € igual a 180°.
b) Para um triangulo retangulo vale o famoso teorema de Pitagoras
a’=b*+c?

onde a é a hipotenusa e b e ¢ sdo os demais lados do triangulo.

A aplicabilidade da
geometria
euclidiana esta

l intimamente ligada
A ) —= _ auma propriedade

do espaco
conhecida como
curvatura.

Se a curvatura do espaco for nula, sua geometria € euclidiana. Se a curvatura
do espaco for diferente de zero, o espaco € dito curvo. Nesse caso, a
geometria sera dita riemanniana.
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Para distinguirmos uma
geometria da outra,
consideremos o0 caso de uma

superficie plana e uma

superficie esférica. No caso do

plano, se tomarmos um ponto A

e consideramos b a
perpendiculares por esse ponto

até dois pontos B e C, A C B

verificaremos que, para as
distancias a, b e c, vale o
teorema de Pitagoras

a’=b’+c’
ou seja, O Qquadrado da
hipotenusa é igual & soma dos
guadrados dos lados
adjacentes.

Consideremos agora trés pontos A, B, C

sobre uma superficie esférica. Seja um C

caso em que A e B estdo sobre a linha

do Equador e C esta sobre o Polo Norte.

O caminho mais curto que liga o ponto C

sobre o Polo Norte até um ponto sobre o

Equador é, como sabemos, a linha de

longitude, a qual forma um angulo reto

com a linha do Equador. Temos, pois, N s
aqui um triangulo retangulo tal que a = b.

VVemos pois que, sobre a esfera,
b? =c® >a’

N&o vale, portanto, o teorema de Pitagoras. Ademais, as somas dos angulos é
maio rque 180°.

As medidas de distancia de objetos localizados no espaco nos levardo, em
geral, a decidir se 0 espaco € curvo ou ndo. Nas medidas no cotidiano, e dentro
das precisdes das medidas existentes, verificamos que a geometria do espaco
é euclidiana.
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Einstein observou, no entanto, que a presenca de massa afeta a curvatura do
espaco, isto significando que, rigorosamente, a geometria euclidiana é vélida
apenas como uma aproximacdo, aproximacdo essa muito boa para o0s
fenbmenos do cotidiano que ocorrem na superficie terrestre.

Em regibes onde o campo gravitacional € muito intenso (como nas
proximidades de um buraco negro), a curvatura do espaco devera se
manifestar e, consequentemente, produzir efeitos fisicos.

5: O espaco é curvo?

No inicio do século XIX ja havia a preocupacdo com a questao da validade da
geometria de Euclides para o espaco tridimensional. O grande matematico
alemao Carl Friedrich Gauss sugeria que para testa-la bastaria efetuar a soma
dos angulos internos de um tridngulo. Gauss também percebera que, para
haver desvios significativos o triangulo deveria ser suficientemente grande.

Utilizando-se de um teodolito, Gauss efetuou medidas de angulos entre 3
cidades na Alemanha, entre os anos de 1821 e 1823. A maior distancia entre
elas era de aproximadamente 100 km. Os valores para os angulos obtidos por
Gauss foram:

86°13'58,366"
53°6'45,642"
40°39'30,165"
180°00'14,173"

A verificacdo da aplicabilidade dos principios da geometria euclidiana envolve
portanto, medir angulos de triangulos muito grandes. Poderiamos, por exemplo,
tomar um tridngulo, onde um dos vértices esteja sobre a Terra e 0s outros dois
se localizem em estrelas ou galéxias distantes. No entanto, ndo podemos
colocar teodolitos nas estrelas. Resta-nos assim fazer inferéncias através de
outros métodos.

Existem duas evidéncias para o enrugamento do espaco. A primeira diz
respeito ao encurvamento da Iluz pelo Sol. Isto se pode verificar
experimentalmente durante uma eclipse do Sol. Os raios luminosos
provenientes de uma estrela sao ligeiramente curvados na direcdo do Sol
quando eles passam pelas bordas do Sol. Tal efeito fora previsto por Einstein
em 1917.
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Outro efeito da rugosidade do espaco € a precessédo da
orbita de Mercuario. Como Mercurio € o planeta mais
préximo do Sol, a trajetoria de Mercurio ndo é exatamente
eliptica. Na realidade, sua Orbita ndo € uma Orbita
fechada. Essa precessdo da oOrbita € um efeito da

curvatura do espaco.

De qualquer forma sabemos hoje que para escalas de distancias relativamente
grandes (da ordem de 10 m), a geometria de Euclides se aplica, 0 mesmo

valendo para distancias muito pequenas (cerca de 10°m ).

6: Homogeneidade no espaco

O espaco € homogéneo. Uma translacdo do ponto de observacgéo, ou de
referéncia, ndo leva a consequéncias fisicas. As leis sdo as mesmas.
Qualguer ponto transladado € igualmente bom para descrever o0s
fenbmenos.

Mais adiante veremos que a homogeneidade do espaco leva a uma
consequéncia importante, que é aconservacao do momento linear
total de um sistema fechado (sistema de corpos que interagem entre si mas
nao interagem com outros corpos).

A homogeneidade do espaco equivale a dizer que as leis fisicas sao
invariantes mediante translacdes no espaco (invariancia espacial).

7: Isotropia no espaco

Ndo existem direcbes no espaco privilegiadas ou, equivalentemente,
identificaveis. Qualquer direcdo do espaco € equivalente a outras direcdes. As
leis fisicas devem ser as mesmas. Ou seja, a Fisica deve ser invariante quando
fazemos uma rotacéo espacial.
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Veremos que essa invaridncia por rotagbes implica na conservacao do
momento angular total de um sistema fechado.
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